1 Definice

1.1 Neoddélitelnost

Mnoziny A, B jsou rekurzivné neoddélitelné, neexistuje-li rekurzivni M, aby
ACMABNM=10
Defini¢ni obor CRF s kodem z pojmenujeme W, = {y : ¥(z,y) |}
Mnoziny A, B jsou efektivné neoddélitelné, existuje-li CRF f:

(ACW, ABCW, AW, NW, =0)= f(z,y) | AN(f(z,y) ¢ W. UW,)

Efektivné neoddélitelné mnoziny jsou rekurzivné neoddélitelné.
Dukaz: Jinak W, = M.

1.2 Zajimavé teorie

Axiomatizovatelna teorie T: Mnozina formuli dokazatelnych v T' je rekurzivné
spocetna

Teorie zakladni aritmetické sily: pfirozend cisla, s¢itani a nasobeni, ko-
ne¢né mnoho axiomi (tfeba Peanova aritmetika)

XXX: Peanova aritmetika lze definovat jen logikou druhého Fadu nebo ne-
kone¢né mnoha axiomy — vadi to?

Kazda CRF je reprezentovatelna v teorii ZAS.
Ditkaz: Rozborem piipadi?

Dokazatelnost v ZAS je reprezentovatelna pomoci CRF.
Ditkaz: Naprogramuji axiomy a modus ponens?

2 Godelovy véty

Meéjme bezespornou teorii ZAS T'.

Piedvéta: Mnozina formuli 7' dokazatelnych v T neni rekurzivni

Prvni véta: Je-li T axiomatizovatelnd, existuje pravdiva formule nerozhod-
nutelnd v T'.

Druha véta: Riké-li o sobé T, ze je konzistentni, je nekonzistentni.

Neboli netrividlni teorie nemohou byt zaroven konzistentni a tplné.

3 Diikaz prvni Godelovy véty

Chceme dokazat, ze mnozina dokazatelnych a vyvratitelnych formuli je efek-
tivné neoddélitelna dvojice.

3.1 Neoddélitelnost mnozin popsanych predikaty

Lze dokazat, Ze existuje né&jaka dvojice efektivné neoddélitelnych RSM.



Vezméme libovolnou dvojici efektivné neoddélitelnych RSM A, B a popisme
je logickym predikatem G resp. —G:

r € A=Fp Gx)

x € B=Fr -G(x)

(Pro ¢ AU B je G nedokazatelna, odpovida programu, ktery nedobé&hne.
Charakteristické funkce A, B jsou reprezentovatelné v teorii T, tedy je muzeme
pievést na dokazatelnost predikétu.)

Zavedme nové mnoziny A’, B’ dokazatelnych vyroka G a —G:

A" ={z 1 G(2)}

B ={z 1 -G(z)}
Lemma 1: A’ N B’ = 0 (z bezespornosti)

Dikaz predvéty: A C A, B C B’; A’, B’ nejsou rekurzivni, jinak by
separovaly A, B. QED.

Lemma 2: Z mnoziny dokazatelnych a vyvratitelnych instanci G lze vygene-
rovat prvek lezici mimo né.
Diikaz: Z piedpokladu axiomatizovatelnosti jsou A’, B’ rekurzivné spodetné,
tedy odpovidaji néjakym W mnozindm a z predpokladu efektivni neoddélitel-
nosti A, B mizeme pomoci jejich funkce f vygenerovat bod mimo A’, B'.

Lemma 3: Instance G lezici mimo A’, B’ je nedokazatelna v T.
Diikaz: Kdyby byla dokazatelna v T, byla by v A’ nebo B’ z jejich definice.

Tedy dostaneme instanci G, ktera je bud pravdivé, ale nedokazatelné, nebo
nepravdivé, ale nevyvratitelna (pak staci prohodit A, B).

XXX: K ¢emu by ndm byly dobré produktivni mnoziny?!



