
1 De�nice

1.1 Neodd¥litelnost

Mnoºiny A,B jsou rekurzivn¥ neodd¥litelné, neexistuje-li rekurzivní M , aby
A ⊆M ∧B ∩M = ∅

De�ni£ní obor �RF s kódem x pojmenujeme Wx = {y : Ψ(x, y) ↓}
Mnoºiny A,B jsou efektivn¥ neodd¥litelné, existuje-li �RF f :

(A ⊆Wx ∧B ⊆Wy ∧Wx ∩Wy = ∅)⇒ f(x, y) ↓ ∧(f(x, y) /∈Wx ∪Wy)

Efektivn¥ neodd¥litelné mnoºiny jsou rekurzivn¥ neodd¥litelné.
D·kaz: Jinak Wx = M .

1.2 Zajímavé teorie

Axiomatizovatelná teorie T : Mnoºina formulí dokazatelných v T je rekurzivn¥
spo£etná

Teorie základní aritmetické síly: p°irozená £ísla, s£ítání a násobení, ko-
ne£n¥ mnoho axiom· (t°eba Peanova aritmetika)

XXX: Peanova aritmetika lze de�novat jen logikou druhého °ádu nebo ne-
kone£n¥ mnoha axiomy � vadí to?

Kaºdá �RF je reprezentovatelná v teorii ZAS.
D·kaz: Rozborem p°ípad·?

Dokazatelnost v ZAS je reprezentovatelná pomocí �RF.
D·kaz: Naprogramuji axiomy a modus ponens?

2 Gödelovy v¥ty

M¥jme bezespornou teorii ZAS T .
P°edv¥ta: Mnoºina formulí T dokazatelných v T není rekurzivní
První v¥ta: Je-li T axiomatizovatelná, existuje pravdivá formule nerozhod-

nutelná v T .
Druhá v¥ta: �íká-li o sob¥ T , ºe je konzistentní, je nekonzistentní.
Neboli netriviální teorie nemohou být zárove¬ konzistentní a úplné.

3 D·kaz první Gödelovy v¥ty

Chceme dokázat, ºe mnoºina dokazatelných a vyvratitelných formulí je efek-
tivn¥ neodd¥litelná dvojice.

3.1 Neodd¥litelnost mnoºin popsaných predikáty

Lze dokázat, ºe existuje n¥jaká dvojice efektivn¥ neodd¥litelných RSM.
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Vezm¥me libovolnou dvojici efektivn¥ neodd¥litelných RSM A,B a popi²me
je logickým predikátem G resp. ¬G:

x ∈ A⇒`T G(x)

x ∈ B ⇒`T ¬G(x)

(Pro x /∈ A ∪ B je G nedokazatelná, odpovídá programu, který nedob¥hne.
Charakteristické funkce A,B jsou reprezentovatelné v teorii T , tedy je m·ºeme
p°evést na dokazatelnost predikátu.)

Zave¤me nové mnoºiny A′, B′ dokazatelných výrok· G a ¬G:

A′ = {x :`T G(x)}

B′ = {x :`T ¬G(x)}

Lemma 1: A′ ∩B′ = ∅ (z bezespornosti)

D·kaz p°edv¥ty: A ⊆ A′, B ⊆ B′; A′, B′ nejsou rekurzivní, jinak by
separovaly A,B. QED.

Lemma 2: Z mnoºiny dokazatelných a vyvratitelných instancí G lze vygene-
rovat prvek leºící mimo n¥.
D·kaz: Z p°edpokladu axiomatizovatelnosti jsou A′, B′ rekurzivn¥ spo£etné,
tedy odpovídají n¥jakým W mnoºinám a z p°edpokladu efektivní neodd¥litel-
nosti A,B m·ºeme pomocí jejich funkce f vygenerovat bod mimo A′, B′.

Lemma 3: Instance G leºící mimo A′, B′ je nedokazatelná v T .
D·kaz: Kdyby byla dokazatelná v T , byla by v A′ nebo B′ z jejich de�nice.

Tedy dostaneme instanci G, která je bu¤ pravdivá, ale nedokazatelná, nebo
nepravdivá, ale nevyvratitelná (pak sta£í prohodit A,B).

XXX: K £emu by nám byly dobré produktivní mnoºiny?!
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