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Jan Zemlicka — Algebra I Algebry, homomorfismy a kongruence —

Algebry, homomorfismy a kongruence

Zakladni definice

Definice:

Necht A je mnozina a n € Ny, pak o zobrazeni
a: A" — A
Fekneme, Ze je n-arni operaci *.

e 0-arni: nuldrni (operace Ag — A je mnozina vSech “nulatic” — dejme tomu Ay = {*})
e 1-arni: unarni
e 2-4rni: binarni

e 3-arni: ternarni

Necht A je mnozina «;, ¢ € I, a mé&jme (n;-arni) operace. Pak posloupnost A(q;|i € I) nazveme
algebrou.

Priklady:

(i) N(+,-)

(ii) Z(+7 ! )
(iii) Q\{0}(-,/)
(iV) R(+a ) )

(v) R¥(+,, /)
(Kromé déleni a odmoctiovani jde o bindrni operace — v piipadé déleni jde vpodstaté o hledani
obracené hodnoty.)
Definice:

Necht A je mnozina s n-arni operaci @« a B C A. Rekneme, 7e B je uzavieni na operaci «,
pokud

Vbl,...,bn EBIO&(bl,...,bn) cB
Je-li A(oyli € I) algebra a B C A, pak fekneme, Ze B je podalgebra A, pokud B je uzaviena
na vSechny o, (i € I).
Priklady:
(i) N(+,-):
k€ N: kN = {k-n|n € N} (vSechny ndsobky)
Je takova podalgebra uzaviena?

(1) b1 + by € kKN
(2) b1 - by € KN
Jde tedy o podalgebru algebry N(+, ).

* A" = {(a1,...,a,)|a; € A} (kartézsky soucin)
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(ii) Z(+,—,0) ma podalgebry
keZ:kZ=1{k- z|z€Z}

a jde dokonce o vSechny podalgebry, neexistuje zadna jina.
B bud podalgebra Z(+, —,0). Je uzaviend na nularni operaci? 0-tice — 0 C B.

(iii) Na vektorovém prostoru U nad télesem T algebra U(+, -t|t € T') s unarni operaci -t: U — U
definovanou jako u — u - t.
W je podprostor U, pravé kdyz W je podalgebra U(+, -t).

Pozorovani:
A(eyli € I) bud algebra, pak A je podalgebrou.
Pokud 74dné a; neni nularni, @) je podalgebrou A.
Je-li A(;|i € I) algebra (kde «; je n;-arni operace) a B jeji podalgebra,
Bi = Ipri:B" — B

mé “pfirozend danou” strukturu algebry na B (s restringovanymi (]) operacemi).
Priklady:
(i) Q(+,), Z C Q, Z je podalgebra.

Q(+7 .)r?\ﬁgr-z(+, )

(ii) Mé&jme My(R) = {<7“1 r2>

rs T4

pen-{(3 2)

je podalgebra Ms(R)(:). Pak mtizeme zavést napt. D2(R)(:) s operaci

. T1 0 S1 0 - 181 0
’ 0 T3 0 S3 o 0 383

T; € R} a algebru Mz (R)(-).

r1,T3 € R}

Poznamka:

(i) Nechf A je mnozina s operaci « a necht A;, j € J, je systém podmnozin A uzavienych na c.
Pak () A; je opét uzaviend na a.

(if) Necht A(wli € I) je algebra a A;, j € J jsou jeji podalgebry. Pak ﬂjeJ A; je podalgebra.
DUKAZ:
(i) « bud n-arni operace.
(ArC4; VjelJ
jred

T-0-D-0: tady je néco né&jaké divné... 7!

def.
priniku
EA]' - a(al,...,an)gﬂAj
jeJ

= alay,...,an)
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(ii) A; jsou uzaviené na «; pro Vi € I, Vj € J.
(1) m A . .
= j je uzavieny na o; pro Vi € 1
jeJ
= ﬂ A; je uzaviena na vSechny operace na A(a;li € I)
JjeJ
def.

= ﬂ Aj; je podalgebra A(a;li € I)
Jj€J

Q.E.D.

Definice:
Bud A a B mnoziny s n-arni operaci a a f: A — B. Rekneme, Ze f je slucitelna s o, pokud

VYa,an € A a(f(ar), f(az),- .., flan)) = f(a(al,...,an)

Rekneme, 7e algebra A(a;li € I) a B(a;li € I) jsou stejného typu, pokud a; na A a a; operace
na B jsou obé stejné arity (obé n;-arni) Vi € I.

Bud A(w;li € I) a B(oyli € T) dvé algebry stejného typu. Pak zobrazeni f: A — B je homomor-
fismus, pokud je f slucitelné s «; pro Vi € I.

Poznamka:

(i) Bud A, B, C mnoziny s n-arni operaci «, f: A — B, g: B — C zobrazeni slucitelnd s a. Pak
gf(A — C) je slucitelné s . Pokud je f bijekce, tak f~! je zase slucitelné s a.
ii) Necht A(«;li € I), B(wa;li € I), Ca;li € I) jsou algebry stejného typua f:A — B, g: B — C
g
jsou homomorfismy. Pak ¢ f je opét homomorfismus. Je-li f bijekce, pak f~! je také homomor-
fismus.

DUKAZ:

(i) a1,...,ap, €A

9(f(o(a1, an)) = g(a_(f(an);- s Flan))= a_(9(f (@), g(f(az), -, 9(f(an))
A B c
Je-li f bijekce, f~! je zobrazeni B — A.
bi,...,by € B
Fa(@ b1y b)) E o (F7Hb1)s e, 7 (b))
B A
A (B S o) ;)

A

a(f7Hb1), -, fH(0R)) = FTH

(ii) Dle (1) je 77?7 slucitelnd s a; pro Vi € I, tedy z definice ¢gf je homomorfismus.
f~1 je sluditelna se vSemi o, tedy opét z definice je i f~! homomorfismus.

Q.E.D.
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Definice:

Jsou-li A(wyli € I), B(a;li € I) algebry stejného typu a zobrazeni f: A — B je bijektivni homo-
morfismus, mluvime o isomorfismu.

A a B jsou isomorfni algebry, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Isomorfismus zachovava vSechny algebraické vlastnosti, tedy veskeré formule zapsané v jedné
algebre plati i v té druhé. Tedy dvé isomorfni algebry maji “stejné algebraické vlastnosti”. Pfesna
formulace a dikaz na rozmyslenou, jste-li vzdélani v logice.

Poznamka:

(i) Necht A a B jsou mnoziny s operaci « a C C A, D C B jsou uzaviené na «. Je-li f:A — B
slucitelnd s «, pak f(C) je uzaviené na o v B a f~}(D) = {a € A|f(a) € D} je mnoZina
uzaviend na o v A.

(ii) Necht A(w;|i € I) a B(ali € I) jsou algebry stejného typu a C C A, D C B jsou podalgebry.
Je-li f: A — B homomorfismus, pak f(C) C B a f~1(D) C A jsou podalgebry.

DUKAZ:
(i) Je f(C) uzaviené na a? («a bud n-arni.)

bl...bnEf(C’)ézlal,...,anGC’:f(ai):bi
a(blv"'vbn) :a(f(a’l)a"')f(an)) =

Protoze f je slucitelné s a,

= f(a(a,...,an) € f(O)
ec

tedy at proZenu skrz « cokoliv z C, vzdy to skonéi v f(C). Jinak feéeno je f(C) uzaviené
na operaci a.

a1, eran € FU(D) = fla;) €D
def

flatar, . an) = alf(ar,..., f(an)) € D

slué

protoze vSechny argumenty « lezi v D a D je uzaviena na «.

= alay,...,a,) € f1(D)

(ii) Pro Vi € I aplikuji (1) na o.
Q.E.D.

Priklady:

(i) Linearni zobrazeni f:U — V, kde U,V jsou vektorové prostory nad télesem T, jsou homo-
morfismy algeber U(+, t[t € T) a V(+,-t[t € T).
(ii) Determinant: M, (T') — T je isomorfismus algebry M, (T)(:) (maticové ndsobeni) do T'(-)
(kde M, (T) je ¢tvercova matice n X n na télese T').
(iii) I,: Z — Zy, I1,,(k) = kmod n. Pak II,, je homomorfismus algebry Z(+, -) do Zn(i,/)

modn
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Definice:
Rekneme, Ze p je relace na mnoziné A, pokud o C A x A. Bud p relace na A, pak
0~ ={(b,a) € A x A|(a,b) € o}
o" ={(a,b) € Ax A|Fay,...,an € A: a1 =a,a, =b, (a;,a;_1) € 0}
(a,b),(b,c) € 0= (a,c) € o"
id = {(a,a) C A x Ala € A}
Rekneme, Ze o je:

e reflexivni, pokud id C p.
e symetricka, pokud o~ C p.
e tranzitivni, pokud o™ C o.

o je ekvivalence, jde-li o reflexivni, symetrickou a tranzitivni relaci. Lze ji zapsat jako:
(a,b) € 0 < apb
Definujme si jesté faktor A podle o jako mnozinu

Alo={lal,:a € A} lal, ={be€ A: (a,b) € o}

Poznamka:

A/ o tvoii rozklad.
DUKAZ:

A= U{[a]g ta € A} & a € [a], (reflexivita)

.x) € ,a) € .b) €
zefa,n, =4 moeel f@waeel Jlbeel o
(z,b) € o (x,b) € o (b,a) € 0
bl ={y € A: (b,y) € o}
Piitom v8ak (a,b) € o, tedy zaroveri tranzitivné (a,y) € ¢ a plati
Yy € [b,: (a,y) € 0=y € [a],

To znamena, ze [b], C [a],. Ale symetricky i [a], C [b],- Tedy [a], = [b],-

Poznamka:
Méjme {B; : i € I} rozklad mnoziny A. Pak relace na A definovana pfedpisem
(a,b) epo&=3Fiel:a,beB;
je ekvivalence a A/o={B;:i € I}.
DUKAZ:

(a) Reflexivita: a € B; pro néjaké i € I, nebot (a,a) € o
(b) Symetrie: (a,b) € o= Ji:a,be€ B; = (b,a) € p
(c) Tranzitivita: (a,b), (b,c) € o= 34,j:a,b€ B;, b,c € B;
Ale v tom pfipadé B; N B; # (), tedy nutné B; = Bj a c € B;.
(d) Faktor: a € B; = [a], = B;.
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Definice:

Necht f: A — B je zobrazeni. Pak jaddrem f nazveme relaci Ker danou pfedpisem:

(a1,a2) € Ker f & f(a1) = f(az)

Je-li ¢ ekvivalence na mnoziné A, pak zobrazeni II,; A — A/p daném II,(a) = [a], Fekneme
prirozena projekce podle .

Poznamka:
Bud f: A — B zobrazeni a o ekvivalence na A. Pak plati:

(i) Ker, je ekvivalence
(ii) f je prosté < Ker = id
(iii) KerIl, =
(iv) Zobrazeni p: A/o — B s vlastnosti (g - II,) = f existuje < o C Kery

DUKAZ:

(i) Ovéfime vSechny tii vlastnosti:
(1) f(a) = f(a) = (a,a) € Ker f
(2) f(a1) = f(az) = (a1,a2) € Ker f = (az,a1) € Ker f
(3) (a1,a2),(az,a3) € Ker f = f(a1) = f(a2) = f(a3) = (a1,a3) € Ker f
(i) a1 # a2 = (f(a1) # f(a2) < (a1, a2) ¢ Ker f)
(iii) (a1,a2) € Kerll, & II,(a1) = I,(az2) < (a1,a2) € 0
(iv) Ovéfime obé implikace:
“:>,7
Predpokladejme existenci g:

gHQ:f

Va € A:g(laly) = goTl,(a) = f(a)

Nyni sta¢i vzit a,b € o : [a], = [b],:

s
—
S
¥
|
<
—
L2,

IS}
N
|
<
—
=
IS
N~—
|

f(b) = (a,b) € Ker f

“@”
Predpokladejme ¢ € Ker f:

Mame ale problém s korektnosti definice g. Musime ji ovérit:
la], = [b], = (a,b) € 0 C Ker f

9([ale) = f(a) = £ (b) = g([bl,)

Tedy je g skutecné definovana korektné. gIl, = f je ziejmé.

Q.E.D.
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Definice:

Necht « je n-arni operace na A a g je ekvivalence na A. Rekneme, Ze o je sluditelné s «, pokud
proi = 1...n plati:

(ai, b)) € 0= alay,...,an)oa(by, ..., by)

Je-li A(a; : @ € I) algebra a g je ekvivalence na A, pak p je kongruence na A, pokud p je
slucitelné s a; pro Vi € 1.

Poznamka:

(i) Necht A, B jsou mnoziny, « je operace na A, B a f je zobrazeni A — B sluditelné s «. Pak
Ker f je slucitelné s a.

(ii) Bud A, B algebry stejného typu a f homomorfismus A — B. Potom Ker f je kongruence.

DUKAZ:
(i) (ai,bi) S Kerf = f(az) = f(bz) Vi = 1,...,n
fla(ar,...,an)) = a(f(ar),..., f(an)) = alf(b1),..., f(bn)) = fla(by,..., b))

= (afa1,...,an),a(by,..., b)) € Ker f

Ker f je ekvivalence (dle V1.6-(i)).
(ii) plyne z (i).
Q.E.D.

VETA 1.8 ():

(i) Necht p je ekvivalence na A, « je operace na A. Pak p je slucitelna s «, pravé kdyz II, je
slucitelnd s a.

(ii) Necht g je ekvivalence na algebie A. Pak p je kongruence, pravé kdyz I1, je homeomorfismus.

DUKAZ:

A bud mnozina s ekvivalenci p a relaci a.. Definujme operaci & na A/:

a([at]gs - - -, [anle) = [a(ar, ... an)l,

Na algebte A/p definuji stejnym zptisobem algebru stejného typu jako A za predpokladu, ze
A je algebra. Definice je korektni, pravé kdyz

[a1]o = [b1], (a1,b1) € 0

Vsimnéme si, ze
[alar,...,an)]p = [a(b1, ..., bn)]o

plati, pravé kdyz g je slucitelné s a. Pro algebry je definice korektni, pravé kdyz o je kongruence.

7
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(i) Dokézeme obé implikace:
“:>”

o je slucitelnd s & = « je dobfe definovana na A/o.
Je II,: A — A/ sluditelné s a?

My(a(ar, ..., an)) = [a(ar, ..., an)] = allai],, - - [an], = a(llp(a), ..., y(an))
Tedy II, je s a slucitelné s a.

“@”
I, je slucitelné s o, KerII, = o (V1.6-(iii)). Tedy « je korektné definovana (V1.7-

(i))-
Q.E.D.
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Grupoidy, monoidy, grupy

Definice:

W

Grupoidem nazveme algebru G(-) s binarni operaci Prvek e € G nazveme neutralnim

prvekm grupoidu G(-), pokud
e-g=g-e=g Vg e G
Rekneme, 7e algebra M (-, e) je monoid, pokud “” je asociativni binarni operace a e je neutralni
prvek M(+).

Priklady:

(i) X bud mnozina “pismen”, mnozina slov pak bude

MX)={x1,...,2 : x; € X}
L1.--Tp " Y1.--Ynp =T1...TnY1-.-Yn

Pak e bud prézdné slovo, a M (X, e) monoid (tzv. slovni monoid).

(i) X #0,T(X) ={f:X — X : fje zobrazeni }. Pak T'(X)(o,idx) je tzv. transformadcni
monoid.

(iii) T bud téleso, M, (T') ¢tvercové matice nad T. Monoid je M, (T)(-, I,).
Méjme det: M,,(T') — T, to je homomorfismus monoida M, (T)(-,I,) a T(-,1).

Poznamka:

Necht G(+) je grupoid. Pak na G existuje nejvyse jeden neutrdlni prvek.
DUKAZ:

Necht e, f € G jsou neutralni:

[l
~

eie-f

Q.E.D.

Poznamka:

Bud M(-, e) monoid. Mé&jme a,b,c € M takové, ze e =a-b=c-a. Pak b=rc.
DUKAZ:

c=c-(a-0)* =" (c-a)-b=e-b=b
Q.E.D.

Definice:

Méjme monoid M (-,1). Pak prvek m~! nazveme inverznim prvkem k m € M, pokud

Prvek m je invertibilni, existuje-li k nému prvek inverzni.
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Priklady:

(i) Slovni monoid M (X) obsahuje pouze jeden invertibilni prvek, a to prazdné slovo.

(ii) V transforma¢nim monoidu 7'(X) jsou invertibilni préveé bijekce.
Necht X je nekone¢nd. Pak 3 f € T(X), pro néj najdeme g € T'(z): go f = id, ale f neni
invertibilni.
Vezméme napt. f:N — N, n — 2n (prosté, ale ne na). K nému pak vybereme ¢g:N — N,
n — [n/2]. Pak gf = id, ale fg neni na.

Poznamka:

(1.11) Necht M (-, 1) je monoid a M* mnozina vSech invertibilnich prvka. Pak M* tvofi podmonoid
a navic inverzni prvek (k néjakému invertibilni) je stale invertibilni.

DUKAZ:

M={neM:3neM:n-m=m-n=1}

Plati, 7e 1-1 =1, tj. 1 je inverzn{ sdm k sobé. Tudiz 1 € M* (uzavfenost na operaci “1”).

% a-c=c-a=1
a,be M*=dc,de M boded b=l

(a-b)(d-c)=a-(b-d)-c=(a-1)-c=a-c=1
(d-c)a-b)y=d-(c-a)-b=(d-1)-b=d-b=1
Tedy (a-b) € M*.

VmeMdn:n-m=m-n=1

(Pro n vezmu vhodné m; (m~=1)~1 =m.)

Q.E.D.

Definice:

Rekneme, 7ze G(-, 1, 1) je grupa, pokud G(-,1) je monoid a ~! je unarni operace inverzniho prvku
(6. 07':G =G, Vg:g-g =g - g=1).

Poznamka:

(1.12) Necht M(-,1) je monoid, M* mnozina vSech invertibilnich prvka a - [pp«: M* x M* — M*
operace takové, ze m- [y« m = m - n pro Vm,n € M* a ()~! pfifadi kazdému prvku z M* prvek k
nému inverzni. Pak M*(- [p+, 71, 1) je grupa.

Dukaz: Definice a poznamka 1.11. Q.E.D.

Priklady:

(i) T(X)(o,id) bud monoid a S(X) vSechny bijekce. Pak (T'(X))* = S(X) a podle pozn. 1.12
bude platit, ze S(X)(o, 1,id) je grupa.
Specidlné S({1,...,n}) jsou permutace na {1,...,n}.

(ii) M, (T)(-,I,) je monoid, GL,(T)(-,~1,id) je grupa.

10
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Definice:

Necht G(-,71,1) je grupa. Rekneme, 7e H C G je podgrupa, pokud H je podalgebra algebry
G(-,71,1). Rekneme, Ze podgrupa H je normalni, pokud

VgeGVheH:g-h-gteH

Rekneme, Ze grupa G(-, 71, 1) je komutativni, je-li operace - komutativni.

Poznamka:

Vsechny podgrupy komutativni grupy jsou normalni.
DUKAZ:
Necht G(-,71,1) je komutativni grupa a necht H je podgrupa G.
geG, heH;g-h-gt=(g-g)-h=hecH

Q.E.D.

Priiklad:

S({1,2,31)(,, 71,id)
H = {id, (12)} (podgrupa)
(13)0 (12) 0 (13)™' = (23) # H

(Tedy H neni normalni.)

VETA 1.14 ():

Necht G(-, 71,1) je grupa. Pak p je kongruence na grupé G(-, 71, 1), pravé kdy# [1], je normalni
podgrupa, a také plati (g,h) € o & g~ th € [1],.

DUKAZ:

113 2
=

M,={heG:(1,h) €}

(1], je podgrupa. (1,1

Necht h € [1],, tj. (
ht e [1],.

hi, he € [1],, tedy ze slucitelnosti g s -

) € 0, z definice kongruence 1 € [1],.
1,h) € o, ale ze slucitelnosti o s ~! plati (171,A71) € p, tedy

(17 h’l) S

= (1-1,h1-ho) €
(1,h2)€@ } ( 1 2) 0

Tedy hy-hy € [1]9.
Zbyvé dokdzat, ze [1], je normalni. Vezméme g € G. h € [1],, tedy (1,h) € 0. o je
ekvivalence, tedy (g,9) € 0 a (971,97 !) € 0. Ze slucitelnosti ¢ s - ale

(g-L,g-h)co

(g-1-g'g-h-gh)eo
= ghg~" € [1],

11
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T-0-D-0O: tady toho spoustu chybi, musim jesté dopsat
T-0O-D-O: tenhle fragment je extrémné neuhlazeny :/

VETA 3.6 (prvni véta o isomorfismu):

Necht f: A — B je homomorfismus algeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (¢ili algebra
stejného typu) a A/ Ker f = f(A).

DUKAZ:
JiA— f(A)CB
3.5: p=Kerf
d Ker f = p — ¢ je isomorfismus
Priklady:

(1) Yn:Z — Zn, pn(k) = (k) modn
©n, je homomorfismus Z(+, —,0) a Z,(+, —,0) (modn).

Z)Ker p, = o(Z) = Zn,

(k,l) = Ker¢, = (k)modn = ()modn =n/k -1

(ii) Yo : R[] = R, Ya(p) =p(a), a € R

1o je homomorfismus algeber R[z](+, —,0,1,) a R(+,—,0,1,-). 3.6 -; R[z]/ Kery, =R

VETA 3.7 ():
Necht o C o jsou dvé kongruence na algebie A. Pak A/p/o/0= A/o.

DUKAZ:

A—2% Al

0Co
Kerll, = o
dg:AJop— Ao
9([al,) = lalo
homomorfismus

g je dle 3.6 na, tedy A/o/ Kerg = A/o.
Ker g = {([al,, [b]o) : [a]o = [b]o}
—
=(a,b)=0

defo/p
="

/o
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= Alo/o/o=A/o/ Kerg= AJo
Q.E.D.

Priklad:
@n:Z — Lo, @m:Z — Zim

Ker ¢, C Ker ¢, < n/m(n = my)

(a,b) € Kerp, & n/(a—b)((a —b) = nx = nzy)

13
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Svazy

Definice:
Rekneme, 7e relace < na M je uspofadani, pokud je < reflexivni, tranzitivni a plati
a<bb<a=a=b

(tzv. slaba antisymetrie).
Priklady:

(i) P(x) — potence na X, pak C je usporadani.
(ii) < na Z je usporadani.
(iii) / na N (“déli”: a/b< Jx € N: b= za).
(iv) id na M

Definice:

Necht < je uspofadani na M # () a A C M. Rekneme, Ze m € A je nejvétsi (resp. nejmensi)
prvek A, plati-li
VaecA:a<m

Rekneme, Ze sup.(A) (resp. inf<(A)) € M je supremum (resp. infimum) mnoziny A, pokud
sup(A) je nejmensi prvek mnoziny

{meM:a<m Vaec A}
a inf<(A) je nejvétsi prvek mnoziny
{meM:m<e Vac A}

Rekneme, ze dvojice (M, <) je svaz, existuje-li sup<({a,b}) i inf<({a,b}) pro Va,b € M.
O svazu (M, <) fekneme, Ze je Gplny, existuje-li sup.(A) a inf<(A) pro VA C M.

Priklady:

(i) Méjme P(z). Vezmeme B C P(z), (B = infc (B). Naopak |JB = supc(B). Tedy (P(x), <)
je aplny svaz.

(ii) Méjme < na Z. Pak inf<({a,b}) = min<(a,b) a naopak sup({a,b}) = max<(a,b). Tedy je
(Z, <) svaz (ale ne tplny, museli bychom mit +00).

(iii) Pro / na N je inf,(a,b) = NSD(a, b), sup,(a,b) = nsn(a, b).

Poznamka:

Necht (M, <) je svaz a definujme linedrni V, A na M pfedpisem

a,beM:anb= igf({a, b}) aVb=sup({a,b})
= <

Pak pro Va,b,c € M plati

(i) anb=bVa,avb=bAa

(ii) aha=a=aVa

14
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bAc

)a\/

(

(
AbVa)=
(bAa)=

(i) Trividlni.

(ii) Triviélni.

(iii) Dokazme pro A (pro V bude symetricky). Staci dokazat, ze

Y= (aAb)AC
bVe)=(aVb)Vec

A AC) = inf({a,b,c}) (=cA (anbd))

Svazy —

Jak bude vypadat nejvétsi dolni odhad? ¢ < a, i < b, i < c. Tedy i < a, i < bAc (nebot

b A ¢ je definovan jako nejuéts? dolni odhad). Tudiz i <a A (bAc) =

Z definice pak J < a, ale zaroveni J < (bAc¢), tedy J < b a J < ¢. To ale znamen4, Ze

a A (bAc) <i. OvSem mame slabou antisymetrii, tedy a A (b A c) = .

(iv) Vime, 7ze a A (b V a) < a. Z reflexivity a < a, zdroven ziejmé a < bV a (tady je a

néjaky dolni odhad {a,bV a}).

a=aA(bVa).
Q.E.D.

LEMMAA4.2L1:

DUKAZ:

113 2
=

13 2
=

Q.E.D.

Poznamka:

Tudiz a < a A (bV a).

aVb=bsaNnb=a

aANb=aA(aVb)=aAn(bVa)=

bVa=bV(aAb)=b

A diky slabé antisymetrii proto

Necht M (A, V) je algebra s dvojici linedrnich operaci splitujicich V4.1-(i)-(iv). Definujme na M

relaci < predpisem

(nebo a A b = a). Pak (M, <) je svaz a plati

a<b=aANb="b

aNb= igf({a, b})

15
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aVb= sgp({a, b})

DUKAZ:
Plati a Aa=a, aVa = a, tedy a < a (reflexivita <).

T-0-D-O: (a little of) stuff missing
VETA 4.3 ():
Necht C je uzavérovy systém. Pak (C, <) je tplny svaz, kde inf<(B) = (B a sup<(B) = clc(|J B)
(pro B CC).
DUKAZ:

Primo z definice uzavérového systému a sup a inf.
Q.E.D.

Poznamka:
Bud M(A, V) svaz. Pak M(V, A) je také svaz (je “opatnym” usporddanim >).

DUKAZ:
Definice < (a < b % b > a). (S1)-(S4) symetrické.
Q.E.D.

Definice:
Necht (M, <) je svaz a a,b € M. Rekneme, Ze b pokryva a a (a < b), pokud a < b, a # b,

a<c<b=a=c

nebo b = c.
Necht e € M je nejmensi (a f € M nejvétsi) prvek M. Rekneme, 7ze a € M je atom (resp.

koatom), pokud e < a (resp. a < f). O (orientovaném) grafu fekneme, ze je Hasseovym

diagramem svazu M, pokud jeho vrcholy tvofi M.
Dva prvky a, b jsou spojené hranou tak, ze a je pod b, pokud a < b.

Priklady:
()

a

/ \
b f
/N
c d |
N/ |
e |

\/

g

|

h

M ={a,b,c,d,e, f,g,h}

16
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eAf=inf({e. /) = g

eV f =sup({e.1}) = a

cVd=c¢e
bve=15b
bhe=¢e

(ii)

* *

N /1
[/ \I

* *

\ /

*

neni Hassetuv diagram svazu!

Poznamka 4.5:

Necht (M, <) je svaz. Pokud a,b,c € M, a < ¢, potom aV (bAc) < (aVb)Aec.
DUKAZ:

a<aVba<c}=a<(aVb)Ac

(n&jaké nejlepsi a T-O-D-0: neditelné)
bAhc<b<aVbahc<c}=(bAc)<(aVb)Ac
Ted to ddme dohromady:
=aV((bAc)<(aVbd)Ac

nejmensi

Q.E.D.

Definice:
Rekneme, ze svaz M(A, V) je modularni, pokud a < c=aV (bAc) = (aVb) Ac.

T-0O-D-O: a zase kus chybi

Poznamka 4.8:

Necht C je uzdvérovy systém lezici v mnoziné vSech ekvivalenci na A. Necht '€ P(A) aec € A
tak, Ze:

(i) ocC=lel, eN
(il) NeN=3peC:N=e,

17
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(iii) [e], Cle]y, blagpeC=pCp

Pak N je uzdvérovy systém (tudiz dle V4.3- svaz) a zobrazeni ¢:C — N dané vztahem ¢(o) = [e],
je svazovy isomorfismus.

T-0-D-O: a zase velky kus chybi. . .;-)
Definice:

Necht A, B jsou mnoziny a a: P(A) — P(B), 5: P(B) — P(A). fekneme, Ze a, [ tvoii Galoisovu
korespondenci, plati-li pro VA, As € P(A), B1,Bs € P(B):

(i) A1 - A2 = Oé(Al) D) O[(AQ)
Vi € By = B(B1) 2 B(Be)
(ii) A1 C (Ba)(A1), B1 C (aB)(B1)

Poznamka 4.10:

Necht a: P(A) — P(B) a §:P(B) — P(A) je Galoisova korespondence. Pak Ba (resp. af) je
uzéavérovy operator na P(A) (resp. na P(B).

Bud A resp. B uzavérové systémy piislusné Sa resp. af. Déle a(A) C B, 3(B) C A.

Restrinkce « (resp. ) na A (resp. B) (oznadime o': A — B, f': B — A) jsou vzdjemné inverzni
bijekce (mezi A a B).

(Restrinkce == omezeni) f:C - D ECCg=f|E g E — {?(E) g(e) = f(e)

DUKAZ:
Ba je uzavérovy operédtor (o symetricky).
(i) = a1 C Ba(Ar) A1 € A3 L a(4;) D a(4s) = Ba(Ar) C Ba(As)
? (Ba)(Ba)(Ar) = Ba(Ar)
al) = Ba(fo(4) 2 ol a(4)(= B 2 (A1) 2 a(4)) ¥ papa(ar) <
Ba(A;
.A = {A1 S P(A) : ﬁa(Al) = Al}
B = {Bl S P(B) : aﬁ(Bl) = Bl}
? a(A) C B (8(B) C A symetricky)

A€ A= Ba(A) = A

afB(a(Ar)) = a(Ba(Az2)) = a(A1) = a(A1) € B

BB —BLidg B A— AL idy

O/BI(B1) = aﬁ(Bl) =B = a’ﬁ’ =idp Oéﬁ(Bl) =B VB €B
Q.E.D.

Priklad:
T-0-D-O0O: dopsat pozdéji

18
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Grupy

Podivejme se na grupy nyni jesté jednou a tentokrat poradné.
Mé&jme G(-, 7%, 1). Rekneme, Ze jde o grupu, a 1 nazveme neutralnim prvkem, pokud - oznacuje
binarni operaci, ~! unarni, a plati

Poznamka 5.1:

Necht G(-, 7%, 1) a H(-, ~1,1) jsou dvé grupy a f: G — H je slucitelné s -. Pak f je homomorfismus
G(-,7 1, 1) do H(-,71,1).

DUKAZ:
Diky slucitelnosti s - plati:

Tedy je f slucitelnais ~ 1.

Q.E.D.

Definice:
Necht G(-,71,1) je grupa a H, K C G. Definujme si:
H-K={h-k:heH, ke K} hedG
h-K={h}- K K-h=FK-{h}
Zavedeme relace rmod H C G x G (resp. lmod H C G x G) tak, ze (a,b) € rmod H (resp.

€ lmod H) definujeme jako ab~! € H (resp. a~'b € H).
Poznamka 5.2:
Necht G(-, 71,1) je grupa a H jeji podgrupa. Pak plati pro a,b € G:

(a) rmod H, Imod H jsou ekvivalence na G
(b) (a,b) € rmod H < (a=1,b7!) € Imod H
(¢) |G/rmodt| =1G/imoa H|

(d) [a]rmoarr = Ha, [a]imoa r = aH

(e) [H] = llalrmoar| = llalimoa |

DUKAZ:

(a) (viz také V1.14-) a ta=aa ' =1€ H = rmod H (Imod H) je reflexivni.
ab ' € H= (ab™')"' € H = rmod H (Imod H) je symetricka.

ab e H

I } =ac ' = (ab" M) (bc ™) e H

tedy rmod H (Imod H) je symetricka.
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(b) Vezméme (a,b) € rmod H. Z uzavienosti H na ~1:

abteH=(ab ) t=0"YH" e = (b at) €lmodH @) (a=,b7') € Imod H
Zpétna implikace se dokaze symetricky.
(c) G/rmodH_f)G/lmodHE’G/rmodH:
[a]rmodr = [0 imod st [Blimod 5 — [b7 227 mod &
Tedy fgigf jsou identity. Z (b) tedy plyne korektnost definice f i g, a to takto:
[@1]r mod 7 = [a2]rmoa g = (a1,a2) € rmod H

ale (b) nam iké, ze i (a7 ', a5") € Imod H, tedy f(a1) = f(az).
(d) Podivejme se, ¢emu se vlastné rovna [al, mod i:
[a)rmodrr = {x €G:(a,z) €ErmodH} ={x € G:3hec H, av ' =h} =

<a=hz

<azr'eH eh—la—g

={reG:3nV €eH, Na=z}=Ha

(e) H2Ha, h — ha. Tvrdim, ze b je na:
hla = b(hl) = b(hg) = h2a

Pronasobenim a~! dostanu hy = hs.

Q.E.D.

Definice:

|G| fikdme Fad grupy.
Indexem podgrupy H v G nazveme

[G : H] = |G/TmodH| = |G/lmodH

VETA 5.3 (Lagrange):
Necht G(-,71,1) je grupa a H je jeji podgrupa. Pak plati
Gl = [H|-|G/rmoar| = |H||G/imoan| = [H|-[G: H]
DUKAZ:

Polozme G' = G/ mod H:

V5.2-(e ,
=5 j2l V2O ST | = a6/

z€G’ z€G’

G= ’U{[g]rmodH : [g]rmodH S G/}

Q.E.D.

Priklad:
Necht S4 je podgrupa permutaci na ¢tyfech prvcich:
[S4| =4 =24

tedy neexistuji zadné podgrupy Ss o patnacti nebo sedmi prvcich.

20



Jan Zemlicka — Algebra I
Definice:
G(-,71,1) bud grupa, g € G, n € Z. Definujme umoctiovani:

(i) ¢°=1
(i) g"=g-¢g"t Vn>0
(iii) ¢g"=(¢7H)™ Vn<0

Poznamka 5.4:

Definujme zobrazeni f:7Z — G tak, Ze vezmeme néjaké g € G a polozime f(n) = g"

homomorfismus grup Z(+, —,0) a G(-, 71, 1).
DUKAZ:

Stacéi dokézat slucitelnost + « -.

n=0m=0:f(n+m)= f(n)- f(m)

n+m

fn)-fm)=g---(g-g7")-g" = g---g = f(n+m)
—— — =

n —-m n—(—m)

Q.E.D.

T-0O-D-O: jedna a kousek prednasky

Grupy —

. Pak f je
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Okruhy a idealy

Definice:

O algebie R(+, -, —, 0, 1) fekneme, Ze je okruhem, pokud R(+, —, 0) je komutativni grupa, R(-,1)
je monoid, a plati

Va,b,ce R:a(b+c)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c
Komutativni okruh mé rovnéz operaci - komutativni.
Priklady:

(i) Z(+,-,—,0,1), Z,(+,+,—,0,1) — komutativni okruhy
(ii) T bud téleso, pak T'(+,-, —,0,1) je okruh
(iii) V bud vektorovy prostor nad télesem T', End(V) = {f:V — V : f T-lineérni }:

V takovém piipadé End(V)(+,-,0,idy) je okruh.

Znadeni

R(+,+,—,0,1) bude vzdy okruh, a,b € R, a — b = a + (—b).
Poznamka 6.1:

(i) 0-a=a-0=0

(i) (-a)-b=a-(=b)=—(a-D)
(iii) (-1)-b=0b-(-1)=-b
(iv) (—a)-(=b)=a-b

(v) 0#1 < |R|>1

DUKAZ:

(i) 0-a=(0+0)-a=0a+ 0a= 0= 0qa, symetricky a -0 = 0.
(i) (—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0

(iii) (i) proa =1

(iv) (~a) (=) = —(a - (~b)) = —(~a(a-b)) = a-b

(v) 0=1=¥reR:r=r-1=r-0=0, tedy R= {0}

Q.E.D.
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Definice:

Mnozina I C R je pravy (resp. levy) ideal okruhu R, pokud I je podgrupa grupy R(+,—,0) a
plati
Viel, VreR:i-rel

(resp. -1 € I). I je idedl, jde-li o pravy i levy idedl.
Priklady:

(i) {0} a R jsou idedly kazdého okruhu R.
(ii) Idedly Z(+,-,—,0,1) a Z,(+,-,—,0,1) jsou pravé tvaru

k-Z=Ak-x:2€Z}

k-Zn={k-z:2€Z,}
k-xek-Z

(k-z)-r=k-(x-r)ek-Z Vrelk

(iii) R bud okruh, a € R. Pak
aR={a-r:r € R}

nazveme hlavnim pravym idealem,
Ra={r-a:r e R}

nazveme hlavnim levym idealem daného prvku a.

VETA 6.2 ():

Necht p je relace na okruhu R. Pak p je kongruence, pravé kdyz [0], je idedl. Navic (a,b) € o,
pravé kdyz b — a € [0],.

Mnozina vSech idealu tvori uzavérovy systém a svazy vSech kongruenci na R a vSech ideald jsou
isomorfni.

DUKAZ:

C necht jsou vSechny kongruence na R a N mnozina vSech idedlii. Mé&jme ¢(o) = [0],.
Ovérujeme predpoklady V4.8-:

(i) o je kongruence, je [0], ideal?
o je kongruence na R(+, —,0), coZ je komutativni grupa (tedy dle V1.13- je kazda pod-
grupa normalni). Podle V1.14- je [0], podgrupa R(+, —,0). Nebot jde o kongruenci,

i€0),:(,0) €0 r€R:(r,r)EQ

(i-0,0-7)=(i-0,0) € o

- (r-i,r-0)=(r-4,0) €

=r-i,i-1r€[0],

= (0], e N
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(ii) I jeidedl, tzn. (a,b) € o < b—a € I. I je normdlni podgrupa R(+, —0), tedy dle V1.14-

je o kongruenci na R(+,—,0), [0], = 1.
Zbyvé dokézat slucitelnost o s - a 1. (1,1) € p, bez problémii.

(r1,s1) €0 (r2,s2) €0

si—ri el (s1—r1)-s2 €1
So—1rog €1 r1-(sa—re) €l

51'7"277"1'82:(5177"1)'824»7"1'(8277’1)61

= (r1,72), (51,52) € 0

(iii) Pfimo z V1.14- plyne, Ze ¢ je prosté.
Tedy dle tvrzeni V4.8- je o isomorfismus svazti a N je uzdvérovy systém (tj. svaz).
Q.E.D.

Znaceni

I je idedl, odpovid4d mu jednozna¢né (diky V6.2-) kongruence o;.

R/or =R/

Definice:

Rekneme, 7e prvek a € R je invertibilni v okruhu R(+, -, —,0,1), je-li invertibilni v R(-,1).

Poznamka 6.3:

a € R je invertibilni, pravé kdyz aR = Ra = R.

DUKAZ:
“:>”

Jal'iarat=ata=1
l=a-a"'e€aR
l1=a'a€Ra

-1 € Ra
:VGR::{T
" " 1-r€aR
= R=Ra=aR
“¢,7

le R=aR = Ra
dzeR yeR:lza-mzy-avgg_x:y
a tedy a je invertibilni.

Q.E.D.
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