Definice:

Necht f je redlna funkce, a € R. Pak derivaci funkce f v bodé a rozumime

iy Jlath) — fla)
fila) = Jim h
(pokud existuje).

Derivaci zprava a zleva rozumime

/ _ .

fila) = hlir& h

. flat+h) = f(a)
/ _
(o) = hlgg_ h
Poznamky:
(i) ,
s { vlastni oo
/ existuje ’

f'(a) nevlastni { o

neexistuje

(ii) f'(a) existuje <= existuje f! (a), f’ (a) A f'(a) = [’ (a)

(iii) f'(a) = lim W (cviceni)
Priklady:
O = £+ 1) — ) 0
i +h) — B -—a 0
Y L N T
(ii) f(z)=a" a4 B —an
/ a —-a
fi(a) = lim W
 lm a” + nha™1 + (g) h2a" 24 ... 4 h" — g
h—0 h

(iii) f(z) =e”

) ea+h ed eh -1
f'(a) = lim = ¢ lim = e
h—0 h—0
1
(iv) f(z) =sinzx
. sin(a+ h) —sina . sina-cosh+cosa-sinh —sina
f'(a) = lim ( ) = lim 1
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 sin h
= limsina- ——— 4+ cosa- —— = cosa
h—0 h h
— N—~—
—0 —1
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(v) f(z) =cosz = f'(a) = —sina (cvifeni)
(vi) f(z) = |zl . -
f/(a):{—l a<0
fi(0) =1, fL(0) = =1 = f(0) neexistuje.
(vii) f(x) =signz

f'(a)=0, a#0
;ooy _ oy sign(0+h) —sign0 1
fr0) = iy h = T
sy po sign(0+h) —sign0 . -1
1=(0) = Jim h = m g = e

sign’(0) = +oo

VETA 16 (vztah derivace a spojitosti):

Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, pak je f spojitd v bodé a.

DUKAZ:
lim (f(z) — f(a)) = lim w (z—a)=0
r—a r—a ~—
f'(a)eRrR -0
Q.E.D.

VETA 17 (aritmetika derivaci):
Necht existuji f'(a), ¢'(a).

(1) (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a), je-li prava strana definovana.
(i) Je-li g spojitd v a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), je-li pravé strana definovana.
(iii) Je-li g spojitd v a, g(a) # 0, pak

<j>’ (a) = f(a)9(a) — g'(a) f(a)

9

DUKAZ:
(i)
i (@+9) + gla+ 1) = (f(a) +g(a)
h—0 h
o flath)—fla) . glat+h)—gla) /
= lim —————— + lim =—————= = f'(a) + ¢'(a)
(ii)
i {(@ T R)gla+h) — fla)g(a)
h—0 h
i (@ Wgla+ ) — fla)gla+ ) + f(a)gla +h) - f(a)g(a)
h—0 h
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fla+h)—f(a) gla+h) —g(a)

—lm  glath) =T ) im
—g(a) f
(spojitost!) —e)
= g(a)f'(a) + f(a)g'(a)
(iii)
flath) _ f(a)
lim @th)  g9(e)
h—0 h
i St Wg(a) — F@)glat )
h—0 g(a+ h)g(a)h
o @ 0g(0) = [(@)g(@) + f(@)g(a) — f(a)gla+ 1)
h—0 g(a+ h)g(a)h
g9(a)f'(a) — g'(a) f(a)

(Opét jsme pouzili spojitost, tedy limy, o g(a + h) = g(a).)

VETA 18 (o derivaci sloZené funkce):

Necht f m4 derivaci v bodg yg, g v bodé& g, g je spojitd v zg a yo = g(zg). Potom (f o g)'(z¢) =
f(yo)g' (zo) = f'(g(x0))g' (x0), je-li vyraz na pravé strané definovan (tedy se nejednd o 0 - 00).

DUKAZ:

Idea:
flg(z)) — f(g(z0))

m =

li
T—T0 T — X9
_ i JW@) = fl9(z0)) 9(x) —g(@o) _ v
= ) = aro) pa—— f'(9(x0)) - ¢' (o)
Ale co kdyz g(z) — g(xg) = 07
(i) Necht f'(yo) € R:
Definujme funkci

(f ©9)(wo) =

Fly) = { —ffy;i;ify‘” pokud y # yo
f' (o) pokud y = yo

F' definujeme na néjakém okoli bodu yy. Potom je F' spojitd v bodé yp.
Vime, Ze f je definoviana na néjakém okoli yy a g na néjakém okoli . Tvrdim tedy, ze

lim F(g(z)) = f' (o),

r—x0

nebot
lim g(xz) =g(xo) A lim F(y) = F(g(zo))

T—Tg y—g(xo)

(to vyhovuje pfedpokladu 2 véty o spojitosti slozené funkce).

ooy (en) — lim LOED =Tl 0 —g@)

T—XTo T — X T—X0 Tr — X
(dle VOAL, nebot vyraz vpravo je definovan).
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(ii) Necht f'(yo) = £oo:
Protoze f'(y0)g’'(zo) je definovén (dle predpokladu) a f/(yo) = +o0, pak jisté ¢’'(zg) # 0.
Tedy 3P(z0,0) takové, Ze %ﬁ'agﬂo) # 0, tedy g(z) # g(xo). Tudiz

o) — lim 29@) = fg(z0)) 9(x) —g(wo) _ e\ i
(fog) (IO) - ILIO g((E) — g((EO) T — 2o f (g( 0)) g( 0)

Q.E.D.

Piiklad:

(i) (a*) = (e*'89)" = erloga  1oga = a” loga

(i) (z%) = (e“ogm)/ =87 (zlogz)’ = a” - (llogz + 1) = 2”(logx + 1)

VETA 19 (o derivaci inverzni funkce):

Necht f je spojitd a ryze monoténni na intervalu I, a bud vnitini bod I. Oznaédime b = f(a)

(i) Je-li f'(a) € R*\ {0}:

(ii) Je-li f’(a) =0 (napf. v nule pro z3) a f je rostouci (klesajici):

(/71 (b) = +00 (—00)

DUKAZ:
Idea:
fiy) ==, y=f(z)
e i @ =) a1
FY0) = lim = —— = I o T T
Vime: f!

je definovand, spojité a ryze monoténni na f(I), b je vnitinim bodem itnervalu
f(I)a a = f_l(b)
() (f71)(b) = lim,,_, L @=10)

Definujme funkci v

F@W_{ﬂg%ﬁlIdex#a
) f(a) pokud z =a
Tak lim, ., F(z) = f'(a) a zaroven je F spojitd v a (bude zastupovat vnéjsi funkei)

Déle lim, ., f~*(y) = f~1(b) (vnitini funkce), nebot f~! je spojitd na f(I). Tedy dle
véty o spojitosti sloZené funkce:

i 1)~ S@)
T ) e W@
o S 1y>) )
Fl@) = i S ) = )

— lim y——b
y=b f7Hy) — 1))
1

lim,,_,, L= ®)
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(ii) Bez Gjmy na obecnosti necht je f rostouci, f'(a) = 0.

r>a= f(x)> fla)=y>b=f1y) > f
z<a= f(z)<fla)=y<b=f1y) <f

Q.E.D.

Poznamka:

Vyuzili jsme vétu: lim, ., g(x) =0, g(x) > 0 na P(a,?), pak lim, ., — = 400 (viz V2.8-a

1
Heine). o
Priiklady:
(i) (e®) =e€”, (logz) = 1, nebot exp~! = log.
e’ =y, x =logy

1 1
Ty — = — = =
(€)' = (logy) 1 y=e

1 1
logy) = -
(logy) @) =y

(ii) (arcsinz)’

y = arcsinz,  =siny

cosy = /1 —sin’y, y € (—g, g)

o1 1 1 1
19 ze(-1,1)

. 1V
arcsim T = - = = =
( ) (siny)’  cosy \/1—sin’y V1I—a?

(iii) (arctgz)’

y = arctgx, x =tgy

2 cos? y + sin? 1
1+tgy = Y 5 y_ 5
cos?y cos?y
vig- 1 1 9 1 1
(arctgz)’ "= = =cos’y = = , xeR
(tgy)’ @ 1+tg?y 1+a?

(iv) (arccosz) = ﬁ, z e (-1,1)

(v) (arccotgzx) = %, zeR
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VETA 20 (nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht M C R, f: M — R. Nechf f ma v bodé a € M lokalni extrém. Potom bud f’(a) neexistuje,
nebo f’(a) =0 (tedy méa funkce v tomto bodé te¢nu rovnobéznou s osou x).

DUKAZ:

Sporem: Necht f/(a) existuje, le¢ f’(a) # 0.

Z existence derivace plyne existence okoli U(a,d) C M. Bez Gjmy na obecnosti necht f/(a) >
0. Potom 3¢ > 0 takové, ze w >0 Vrel(a).

Tedy, je-li z < a, pak * —a <0 = f(z) — f(a) <0 Vz e P (af).

Naopak, je-li z > a, pak * —a > 0 = f(z) — f(a) >0 Vz € P¥(a,f).

f(z) < fla), 2 € P~ (a,€)
f(z) > f(a), z € P*(a,8)

} = f nema lokalni extrém v a

1 Spor

Typicka tiloha

f spojita na [a, b], najdéte maximum (minimum) funkce na [a, b].
Postup:

1. f spojitd na [a,b] = f nabyvd maxima, minima

2. V.20- = tyto extrémy mohou byt pouze v bodech, kde:
(1) f(z0) =0

(ii) f'(xo) neexistuje

(iii) o = a, rg = b

Priklad:

Tzv. “bac¢tv problém” — baca mé k dispozici 100m plotu a chce si s nim oplotit co nejvétsi
pastvinu. Definuje si tedy hodnotici funkci pastviny

f(z) =50z — 22, z € [0,50]
a derivaci hledd maximum:
f/(z) existuje pro Vz € (0,50)
f(x) =50 — 2x
f(z)=0&2=25
Tedy mame 3 kandidaty na extrémy:

r =25 = f(r) = 625m?
xr=0= f(x)=0
x=50= f(z)=0
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