Chceme definovat transcendentni funkce, zejména:

e exp, log, a”

e goniometrické funkce (sin, cos, tg, cotg)

cyklometrické funkce (arcsin, arccos, arctg, arccotg)

hyperbolické funkce (sinh, cosh, tgh, cotgh)

VETA 13 (zavedeni exponencialni funkce):

3! redlna funkce “exp” spliiujici axiomy:

(i) exp(z +y) =expzr-expy Vr,yeR
(ii) expx > 142z Ve eR

DUKAZ:

/L:1.616

(A) Jednoznagnost (pfedpoklddame, Ze existuje):

(1) exp(mz) = (expx)™ Vn € N,z € R: Trividlné indukci z (i).
(2) exp(0) =1:

exp(0) = exp(0 + 0) © exp(0)? = exp(0) = {(1) nikdy — (ii)

1 .
expx

(3) exp(—z) =

1 =exp(0) = exp(x — x) = exp(x) - exp(—x)

(4) expz #0 Va € R: Thned plyne z (3).
(5) lim expz = +oo: Ihned plyne z (ii) — dolni policajt (1 + x).
(6) lim expz = 0: Kombinace (3) a (5).

(7) expz >1 Va > 0: Ihned z (ii).
(8) exp / naR:

(M
r<y=1< exply—2x)= by = expy > exp T
exp T
. expmfli |
(9) lim ———=1()

To znamena:

(i) 1
142 < expzr < 1

—x
1 T
=z <expr—1< —-1=
1—=x 1—=x

o <expx—1< 1
~— T T 1-x
—1 — =

—1 —1
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(10) exp je spojitd na R:
Pro Va € R musi platit:

lim (expx — expa) = lim expa - (expx — l> =

r—a r—a exp a
exp(x —a) —1
= lim expa (p()) (x—a) VAL
L0 -~ r—a N— —
—expa —0
) |

(11) expz = lim (1+ f)" Ve e R (1)
r—00 n

Takto pfi definici limitou také dokaZeme jednoznacnost — limity jsou jednoznacné.

zy () x
exp (——) >1——
n n
To znamena:

V.IER,TLENZ(I-I-E) Sexpxﬁ(l——>7

2 —nB 103 2 —1
Ves0: 1 <W<<1f> §<1)
~—

—1 a (1+%)n B n2 n
—1 —1

(pro dost velka n)
(B) Existence:
Dokazujeme existenci lim (1 + E) pro Vx € R.
n

n—oo

1. krok
{(1 + %) } je rostouci pro z > 0.

Pouzijeme AG-nerovnost ve tvaru

, aitax+--+a
"ay . ap < — 2n+1 L

proa; =ag=-=a, =1+, apy1 = 1:

n AG (1 z 1
nt1 (1+E) < ( +n)n+ —14 x
V n n+1 n+1

AR x n+1
(1+%) §<1+ )
n n+1

n
Tedy je posloupnost {(1 + E) } rostouci.
n

2. krok
x\ "
Posloupnost {(1 + —) } je omezena.
7z v L3 /n z Y7 z v v e . e
Vime, Ze je monoténni, tedy staci dokazat, Zze néjakd podposloupnost je omezena.
Tvrzeni: {a,} monoténni a {a,, } omezend = {a,} omezena. Dtikaz: (cvifeni).
Dokazeme, ze

Vz eR* 3k eN, VnEN:(l+%>nk<(1_£)k



Pottebuji k tak velké, aby % < 2, tj. aby platil Bernoulli.
T

T\ " nk+z\ " nk " T "
(1+%) _< nk ) _<nk+z> _(x_nker)

Bernoulli nT

T
>1— —, umocnit na k

> - 9
- nk+x — k

Posledni nerovnost plati, nebot nkz < nka + 22

Q.E.D.

Poznamky:

(i) exp(0) =1
(ii) exp(1) = lim, 0o (1 + %)" =e
(iii) exp je rostouci, exp:R — (0,00) = exp mé inverzni funkci na (0,00). Tuto funkci
nazveme piirozenym logaritmem, znacime “log”.

logx

(iv) a>0, def. log, z = 257

VETA 14 (zékladni vlastnosti logaritmu):

Funkce log, definovana predpisem

log = exp

ma nasledujici vlastnosti:

(i) D(log) = (0,00), log: (0,00) — R

(ii) log(xy) =logz +logy Va,y € (0,00), log(z™) = nlogx
(iii) log je spojity, rostouci na (0,0), log1l =0, loge =1, log1/x = —logx
(iv) Zékladni limity:

lim logx = —c0
l‘—>0+

lim logz = oo

I I 1
lim 087 _ i gD
z—1qx —1 x—1 x

DUKAZ:

Plyne z odpovidajicich vlastnosti funkce exp. {cviceni)
Q.E.D.

Obecnéd mocnina

a>0 (1), b €R, pak definuji

ab % exp(bloga)

Specialné, definuji funkei a® def exp(zloga). Proa=e: e” =expx.
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Poznamka:

2 _ 62 log x log z+log x logx | elog T 2

T =e =e =x-r==x

Sinus
Co od né&j chceme?

e definovana na R
e spojita

e 2m-periodicka

e omezena

sinx __
2 =1

e souctové vzorce

[ llmxﬂo

e pevné body:

Stredoskolska definice

. a
sina = —
c

Ale v ¢em méfim a? Ve stupnich vznikne néco “rozhnacaného”, ale s radidny se dostavame do
kruhu, nebot nemédme definovanu obloukovou vzdalenost. Tu bych musel matematicky definovat
zase pres sin.

VETA 15 (goniometrické funkce):
3! redlnd funkce s a 3! redlnd funkce ¢ takové, zZe:
(i)
s(z +y) = s(x)e(y) + c(z)s(y)
c(z +y) = c(@)c(y) — s(x)s(y)

(ii) s lich4, ¢ sud4 (na R)
(iii) s >0 mna (0,1), s(1)=0

DUKAZ:
Necht takové funkce existuji. Pak:
(1) s(0) =0 (z lichosti)
c(0) =1:

oz + (~)) = e(@)e(—) — s(z)s(~z) "L A(z) + 52(a)

¢(0) = ¢(0+0) = *(0) + s%(0) = 2(0) = ¢(0) = 1

T-0-D-0: Ale to plati i pro ¢(0) =0 ...7!
(2) A(x)+s*(x)=1 VzeR
Plyne z pfedchoziho — ekvivalentni k c(x + (—x)) = ¢(0) = 1.
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Ve e R: s(2x) = 2s(z)c(x)
c(2z) = P (x) — s2(z)
Thned plyne z (i).

)
(4) s(1/2) =1, ¢(1/2) =0

(3)

0% s1) @2 s5(1/2) e(1/2) = ¢(1/2) = 0
——
>0 (iii)
® /2 =1
(5) (1) = —1

1) =c@-1/2) ¥ 22 -2 (1/2) =01

(6) s(z +1) = —s(z) (antiperiodicita):

s(z+1) = s(x) e(1) +c(z) s(1) = —s(x)
Y

s(x 4 2) = s(z) (periodicita):

s(z+2)=s(x)e(2-1) + c(z)s(2-1)
= s() (*(1) = s%(1)) +e(x) (25(1)c(1))

1 0

= s(x)
(7) s(1/2—2) =c(x)
s(1/2 —x2) =s(1/2) c(x) — c(1/2) s(x) = c(z)
——

——
1 0

(8) ¢>0mna(0,1/2) — z (7) a (iii)
(9) s je rostouci na (0,1/2), ¢ je klesajici na (0,1/2).
Volime z, y tak, aby 0 < x —y < x < 1/2 (tedy také 0 < y < ),
sz —y) = s(x) cly) = clx)s(y)
=1 >0(8), (iii)

< s(x)
(10-)
c(1/2") = /%
s(1/2") = 4 /%
(cviceni)

(10) s, ¢ spojité v bodé 0.
V bodech k27" definujeme funkce s, ¢ dle (10-). V ostatnich bodech (z # k27")
pak limitné supremem:

£ k27" s(z) =sup{s(y),y = k27", y <z}, z €(0,1/2)

Staci definovat na (0,1/2), na zbytku nadefinujeme z periodicity a antiperiodicity.

an = c(1/2"), pak a1 = /2. Podle (9) je a, rostouci a omezend = lima,, =
A A= % = A=1= lim, ,¢s(0) =0 = c je spojité.



(11) s(a) — s(b) = 25 (%52) c (2£2)

(cviceni): Z (i).

(12) s, ¢ spojité na R:

lim (s(2) — 5(a)) 2 2 lim s (%) ¢ (” ; a)

—0 <1

s(z)

(13) Existuje vlastni lirr%) —— = 7. (Dulezité!)
T— x

let 5(7). e R\ {1/2+k}

~+
—
8
~
[oR

Potom ¢ je lich4, rostouci na (—1/2,1/2) a

i) 1)
e 9) = T ity

t(1/4) =1

z,y € (0,1/4): (w +)

= t(z) > s(z)
= Vk,m,neN, k27" € (0,1/4) :

H(k27") > kt(277) > ks(27") > %5(2—%)

t(k2—") < s(27"™m)

=
k2= T m2™n
t
S5 sW) e 0,1)2)
Yy Yy
Definujeme 7 :=  inf M
ye(0,1/2) Y
t
T o> s@) _ (—xc(x) > me(z)
T xT N——
—T — o
— 7 (policie) !
Q.E.D.
Definujeme:

sin(x) = s (E>

cos(xz) =¢ (%)

sinx
tg(z) =

COS ™
COsS T

cotg() = sinx

Pak bude platit:

(i) sin, cos jsou 2m—periodické, m—antiperiodické a spojité na R
(ii) sin je rostouci na (—7/2,7/2)

(iii) cos je klesajici na (0,7)
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(iv) Zakladni limity:
sin x

lim =1
z—0 X
t
lim -2© =1
x—0 X
lim 1—cosz _ - 1 —cos-za: —1/2
a—0 2 z—0 22(1 +sinx)
Poznamky:
(i) Alternativni zpisob:
e T 2 3
exp(x):Z—':1+x+—+—+
n=0
o0 R n
b= 52 (14)
(z) nz:% n! oo + n
Bud mtzeme dokazat pomoci odhadi, ze
n nok
lim (1 n f) T
k=0
nebo dokézat, Ze:
E(x+y)=E(x)- E(y) (soucin Fad)
E(x) > 1+« (proy > 0 trividlni)
_ o a2l R I—
s1n(x):Z(— (2n+1)'_x_€+§_”.
n=0
> , T2n 2t
cos(x) = nz:;)(—l) )] =1- St
(ii) Zékladni limity:
T
lim &= =1
x—0 X
I sinx _q
z—0 X
T zloga __ 1
a>0: lima :limeilogazloga
=0 z—0 zloga
——
—1
. 1—coszx 1—cos?z . sin z 1
I = I sy M T Trcoss 2
x x =0 T cosx x T cosx
—1 —1/2

Tedy v nule se e” —1 a sin x chovaji v okoli nuly stejné jako linearni, 1—cos z jako kvadratické.

1—cosx
5 rx=0

=11
x—0 X
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