— — Konvexni a konkdvni funkce

Konvexni a konkavni funkce

Definice:

Necht f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Oznac¢ime
T, = {[z,y] € R% y = f(a) + f'(a)(z — a)}.

Rekneme, 7e bod [z, f(x)] € R? lezi nad (pod) teénou T,, jestlize f(z) > f(a) + f'(a)(z — a)
(resp. f(x) <...).
Definice:

Necht f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Rekneme, Ze f ma v bodé a inflexi, jestlize 36 tak,
ze:

Bud: Vz € (a —d,a) : [z, f(z)] lezi nad T, a Va € (a,a +9) : [z, f(z)] lezi pod Ty,
nebo: Vz € (a —d,a) : [z, f(z)] lezi pod T, a Vz € (a,a + 9) : [z, f(z)] lezi nad T,.

VETA 27 (nutni podminka existence inflexe):
Jestlize f”(a) # 0, pak f neméa v bodé a inflexi.
DUKAZ:

Bez Gjmy na obecnosti necht f”(a) > 0. Potom

o L) = @)

z—a T —a

>0

Tedy 36 > 0 takové, ze
Vo € (a,a+08): f'(x) > f'(a) AVx € (a—2b,a): f'(z) < f(a)

Zvolme y € (a,a + §). Pak f je spojitd na [a,y] a 3 f' na (a,y). Tedy dle pana Lagrange
3¢ € (a,):
f(x) — f(a)

LY p9> 1

fly) > fla)+ f'(a)(y—a)  Vye<(a,a+9)

Tedy jsme nad T,.

Analogicky:
Zvolme z € (a — d,a). Pak f je spojitd na [z,a] a 3 f' na (z,a). Tedy dle pana Lagrange
Iy € (z,a):
a)— f(z
M2 TE) _ piy) < f(a)

f(z) < fla)+ f'(a)(z—a)  Vz€(a—0da)

Tedy neni inflexe v a!
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Poznamky:
(i) f"(a) =0 % f ma v bodé a inflexi!
Viz f(z) = 2%, a = 0. f'(z) =423, f"(z) = 1222, f”(0) = 0.

(ii) Jestlize f”'(a) neexistuje, pak f muize a nemusi mit inflexi v bodé a.
Viz f(x) = x|z|. f”(0) neexistuje, ale f ma v bodé nula inflexni bod.

VETA 28 (posta¢ujici podminka pro existenci inflexe):

Nechf f mé spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b). Necht z € (a,b). Necht pro Va € (a, 2)
plati f”(x) > 0 a pro Vx € (z,b) plati f”(z) < 0 (nebo naopak). Pak z je bod inflexe funkce f.

DUKAZ:
Necht f” > 0 na (a,z2), f”" < 0 na (z,0). Potom dle V.26- je f’ rostouci na (a, z) a klesajici
na (z,b).
b) — f(z
see ) 10O i <

= f(b) < f(z) + ['(2)(b - 2)

(pod tecnou)

f(z) = f(a)

dn € (a,2): P

=f'(n) < f(z)

= fla) > f(2) + f'(2)(a - 2)

(nad te¢nou)
Totéz plati pro kazdy bod x € (2,b) a y € (a, 2), tedy

fl@) < f(2) + f'(2)( - 2)

mé v bod¢ z inflexi.
f<y>>f<z>+f’<z><y—z>}:f oy ete s e

Q.E.D.

Priklad:

f(z) = arctg x

, 1
" _ —1 )
F@ = e

f(w) =

-2
x {>O pro:c<0:> f ma v 0 inflexi

(142%)2 | <0 proz>0

1"(0) existuje = f”(0)=0
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T-0-D-O: TADY TOHO HODNE CHYBI! (DEFINICE KONK/KONV, TRI VETY, ASYMP-
TOTY, ...)

Asymptoty
(Zhruba.)
lim f(@)/x = a
wlirgo fl@)—azx=5H

Pokud jsou obé limity kone¢né, asymptota je
y=ax+b

(jinak asymptota neni).
(Ekviv. druhé asymptota pro —oo.)
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