— L’Hospital a pratelé

L’Hospital a pratelé

Idea
Pocitat limity pfes derivace, kdyz jsou tak derivace definované.

(@)

f(a)
a
g

. fl@) = fla) .. o ? lim... 2 f'(a)
mll»r& g(x) — g(a) = lim w ~lim...  g'(a)

VETA 21 (Rolleova):
Necht f je spojitd na [a,b], a < b a necht existuje f’(z) pro kazdé x € (a,b). Necht f(a) = f(b).
Pak existuje £ € (a,b) takové, ze f'(£) = 0.
DUKAZ:

(i) Necht f(x) = f(a) pro Vz € [a,b], pak f'(xz) =0 pro Vz € (a,b).

(ii) Necht 3z € (a,b), f(z) # f(a), tedy bez Gjmy na obecnosti f(z) > f(a). Protoze f je
spojita na [a,b], existuje lokaln{ extrém & € [a,b] (nejvétsi f(z)). Dle pfedpokladu f/(€)
musi existovat, tedy podle V.20- je f/(£) = 0.

Q.E.D.

VETA 22 (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté):
Necht f je spojita na [a,b], a < b a necht existuje f'(z) pro Vz € (a,b). Potom 3¢ € (a,b) takové,

SR UE (C)

(Tedy existuje v néjakém bodé derivace (teéna) rovnobézna s naklonénou podstavou (spojnici kra-
jnich bodt). T-O-D-O: Obrazek.)
DUKAZ:
Definujme

F(&) = f@) — f() - PO =T )

(na zékladé divoké analyticko-geometrické tivahy).
Potom F(a) =0 A F(b) = 0. Pak podle Rolleovy véty 3¢ € (a,b) : F'(§) = 0. Tedy

0=F() = (e - 1O
a tudiz ,
Q.E.D.

VETA 23 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté):

Necht f, g jsou spojité na [a,b], a < b a necht 3 f'(x) pro Vz € (a,b) a I¢'(x) vlastni a nenulova
pro Va € (a,b). Potom 3¢ € (a,b) takové, zZe
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DUKAZ:
g(a) # g(b), nebot jinak by dle Rolleovy véty existovalo £ € (a,bd) : ¢’'(§) = 0, coz by byl spor.
Definujeme

Potom H(a) = H(b) =0, H je spojita na [a, b], existuje H' na [a, b].
Tedy dle Rolleovy véty 3¢ € (a,b) takové, ze

(nebot ¢'(£) # 0, g(b) — g(a) # 0).
Q.E.D.

VETA 24 (L’Hospitalovo pravidlo):

Necht a € R* a funkce f, g jsou definovany na né&jakém P~ (a,d).

(i) Necht lim f(z) = lim g(z) =0 a existuje
T—a4

a—ay

Potom

!
lim f (:c)
S g (@)
Potom ,
lim _f(x) = lim (@
e g(a)  aas g()
Priklad:
I r —sinx oy 1—cosx It sin x oy COS & _1
250 23 o= 322 490 6x 420 6 6
DUKAZ:
(i) Necht a € R a necht
/
fim 2@ _ 4cRr
v—ai g'()

Potom
35 >0, Vo € P*(a,é) : 3f(z) €R, ¢ (x) e R\ {0}.

“Dodefinuji” funkce f a g v bodé A: f(a) = g(a) = 0. Nyni necht x € PT(a,d).
(Obrazek.) Potom f, g jsou spojité na [a,x], nebot obé maji vlastni derivaci na celém

Pt(a,d).
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Tedy jsou splnény predpoklady V.23- (na intervalu [a,x]!) a proto plati, ze 3¢ € (a,x)
takové, ze
11O _ 1) - 1@
g€ g(@)—gla)

(€ zavisi na 2! Znacime & = &(z).)
Zvolme ¢ > 0. Vime, Ze existuje w > 0 takové, ze

Yy € P (a,w): ';Ez)) cU(A,e).

Proxz € P*(a,d) NPT (a,w) najdeme & = £(x) podle receptu na zac¢atku ditkazu. Potom

f'(€)
7 eU(A,e).

Vime ale, ze

tedy také
% eU(Ae)
Takse ,
Jim T8 A i T
() a=—o0

Prevedeme na predchozi pripad pomoci substituce

F(y) W @
= G e o) ey

(ii) Technickd zélezitost, povazujeme za dokdzané (nezkousi se).

Poznamky, priklady, varovani:

(i) i 3z +1 I 3
i) lim im - ==
z—02x 4+ 2 " x—02 2
/e e—1/z. 1 —y
(ii) lim = lim ——— 2% — lim &
x—0 X x—0 1 x—0 1‘2
SR a? : 2z .
(iii) lim ———— = +o0, ale lim ——— neexistuje.
z—o00 I + sinx r—oo 1 + cosx

(iv) L’Hospital vhodny napt. pro

. 2
. x—sinx | eF—x-—1 cost —1+ 3
lim ——, lm ———, lm ——=— ...
z—0 :E?’ x—0 $2 x—0 IZ’4
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_ L’HOSpital a pfételé
(v) lim (2-— x)tg(%)

(vi)

(vii)

r—1_

Ste(Fe) 5= 10y _ tg(zx)(l .

. 1 — X ’H . _1 2 2
lim —— = lim 2 2
z—1_ CcOS (%Jﬁ) z—1_ —sin (5.13) T -
. 7 : 7 ? W OQ 9
. n? Heine + I'H % . ge  LH )
lim — - E
n— oo 3n

m —
’ « QO
logx L'H “22

lim
Tr—00 €T

= lim

Tr— 00

=0

=g~



