_ — Limita funkce

Limita funkce
Necht f: M — R, M C R. Rekneme, 7e f ma v bodé a € R* limitu A € R*, jestlize:

Ve >036 >0, Vo € Pla,d) = f(z) e U(A,¢)
Znaéime: lim f(z)=A

r—a

Poznamky:

(i) lim,_, f(x) = A, pak je funkce definovina na néjakém prstencovém okoli bodu a. V bodé a
funkce f mtize a nemusi byt definovana. Je-li f definovéna v a, pak f(a) nemd vliv na limitu

lim, ., f(x).
(ii) lim,_., f(x) neexistuje, existuje nevlastni (A = +00) nebo existuje vlastni (A € R).

(iii) Limitu poéitdme bud ve vlastnim bodé (a € R) nebo v nevlastnim bodé (a = £o0).

Jiné (ekvivalentni) formulace:

acR, AcR:

lim f(z) =A<=Ve>030>0, V€ (a—d,a+9d)—{a} = flx) e (A—¢e,A+¢)

r—a

a€R, A= +o0:

lim f(z) =A<=VKeR3I§>0,Vre(a—d,a+d)—{a} = f(z) > K

r—00

Obecné: Ve > 036 > 0: f(P(a,d)) CU(A,¢)

Definice:

Necht f:M — R, M C R, a € R. Rekneme, 7e f m4 v a limitu zprava (zleva) rovnou A € R*,

jestlize:
Ve>038>0, Vo € P (a,0) = f(z) € U(A,¢e)
(Zleva P~.)
Znaéime lim f(x) = A.
r—at
Pozorovani:
a€R, AeR*"

lim f(z) = A xl_l)r(rll+f(1:) = lim f(z)=A4

Tr—a T—a—

Dukaz: (cviceni)
Priklady:

(i)
f(z) =z, x€|0,00)
_fVx  zel0,00)—{25
fa)={ Mg LB
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— — Limita funkce
Dukaz z definice: Déano ¢ > 0, chci § > 0 tak, aby
r€(25—0,25+08)— {25} = Vre (b—¢,5+¢)
§ volim tak, aby /25 +8 <5+eAV25 -0 >5—¢

= "B in{(5 + )2 — 25,25 — (5 — €)%}

(il) f(x)=c,zeR:
Pak lim f(r) = c pro Ya € R. Dano ¢ = § libovolné.

(iii) f(z) =signa:

-1 z € (—0,0)
signz = 0 z=0
1 2€(0,00)

liII(l) f(z) neexistuje (nebot 1ir(r)17 f(z) = -1, lir(r)1+f(x) =1).

(iv) Dirichletova funkce D(z) = bool(z € Q):
Nema ani jednostrannou limitu v zaddném bodé = € R.

(v) Riemannova funkce:

_J0o  z¢Q
R(x)_{l/q reQ, z=np/q

(viz D1).

lim R(z) =0 VaeR

r—a

(Pro kazdé ¢ si najdu oblast, kde z néj nic nevyskoéi, a to bude §.)

Spojitost

Necht f: M — R, M C R. Funkce f je spojitd v a € R, jestlize

lim f(z) = f(a)

r—a

Priklad:
R(z) je spojita v Vo ¢ Q.

VETA 1 (Heineova véta):

Necht f: M — R, M C R. Necht f je definovdna na n&jakém prstencovém okoli bodu a € R*
(P(a,dp)). Potom jsou nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(i) lim,_, f(z) = A € R*

(ii) Pro kazdou posloupnost {z,}5°; spliiujici pro Vn € N z,, € D(f), lim, 0o zp, =a a x, #a
plati lim,, o f(z,) = A. (Viz D2)
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_ — Limita funkce
DUKAZ:

(i) = (ii)
Vime: Ve > 036 > 0: f(P(a,d)) CU(A,¢)
Necht {z,} spliiuje pozadavky (ii), tj.

lim z, = a,
n—oo

Tn #a (Vn € N)

Tedy k € > 0:
dng €N, Yn >ng: z, € U(a,?d)

(nebot limz,, = a). Ale
Tp #a¥n = 3Ing, Yn >ng: x, € P(a,d)

Tedy
flzn) eU(Aye) = lim f(z,)=A

(i) = (i)
Sporem: Predpokldadéme, Ze neplati (i), ale plati (ii).
Neplati (i), tedy:

lim f(z) # A<= 3e>0, V0 >0 3z € P(a,d): f(z)dU(A,e)

r—a

Necht je ddno n € N. Zkonstruujeme z,, tak, ze z,, € P(a,1/n)NP(a,dp) a f(x,) ¢
U(A,e). Toto lze udélat, staci polozit 6 = 1/n. To provedu pro Vn € N.
Nyni mame tedy posloupnost {x,,}22 ;. Zfejmé plati:

zn, € D(f) (2, € P(a,dp), Vn € N)
Tp #Fa YneN
7,11_{2096" =a (xz, € P(a,1/n), nh—{& 1/n=0)
Ale nlingo f(zyn) # A, protoze jsme si fekli f(x,) ¢ U(A,¢).
1 Spor

VETA 2 (o jednoznaénosti limity funkce):
Funkce f ma v kazdém bodé nanejvyse jednu limitu.
DUKAZ:
Necht lim, ., f(2) = AA lim,_,, f(z) = B.

Necht {x,} spliuje lim,_ . x, = a.

Heine lim f(z,) = A, lim f(z,) =B = A= B V-2 tvrzeni véty.

Q.E.D.
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_ — Limita funkce

VETA 3 (o lokalni omezenosti funkce s vlastni limitou):

Necht f ma v a € R vlastni limitu. Potom existuje 6 > 0 takova, Ze f je na P(a,d) omezena.
DUKAZ:

Vime: Pro Ve >0 36 > 0 takové, ze f(P(a,d)) < U(a,e).
Limita je vlastni, A€ R = U(A,e): (A—¢e, A+e¢).
Zvol e = 1. Pak existuje § > 0 takova, Ze:

f(P(a,08)) <U(AT)
fl@)e(A=1,A+1) VzeP(450)
= f je omezend na P(a, 5)
Q.E.D.

Poznamka:

VETA 4 (o aritmetice limit funkci):

Necht lim f(z) = A, lim g(z) = B, a € R*. Pak:

(1) lim(f(z) 4+ g(z)) = A+ B, je-li vyraz vpravo definovan.
(ii) lim(f(z)-g(x)) = AB, je-li vyraz vpravo definovan.

(iii) lim f(x)/g(x) = A/B, je-li vyraz vpravo definovan.

DUKAZ:

(1)

Zvol posloupnost {z,}, lim, . , = a, x, # a. Potom dle Heine 1:

lim f(z,)=A
n—oo
lim g(x,) =B

VOB tim (f(on) +g(aa)) = A+ B

r—00

a protoze je posloupnost libovolna,

Hee 2 Jim (f(2) + g(a)) = A+ B

r—00

(i), (iii) analogicky.
Q.E.D.
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_ — Limita funkce

VETA 5 (o uspofadani a funkénich policajtech):

(i) Necht lim,_,, f(z) > lim,_, g(z), a € R*. Pak existuje prstencové okoli P(a,d) takové, ze
pro Yz € P(a,d) plati f(z) > g(x).
(ii) Necht pro Va € P(a,d) plati f(z) < g(x) a necht existuje lim,_, f(z) a lim,_., f(x). Potom
lim, ., f(z) <lim,_, g(z).
(iii) Necht pro Vz € P(a,d) plati f(z) < h(z) < g(z) a necht lim f(x) = lim g(z). Potom existuje
limh(x) a lim f(z) = lim h(z) = lim g(x). (“Policajti.”)

DUKAZ:

(i) Necht lim,_., f(x) = A, lim, ,,g(x) = B, A > B. Zvolim ¢ > 0 tak, aby U(A,e) N
U(B,¢) = () (futrély se nepotkaji). K tomuto ¢ existuje § takova, Ze:

f(P(a,8)) CU(A,e), g(P(a,0)) CU(B,e)

= f(z) > g(x) Va € P(a,d)

(i) Skoro totéz.
(iii) Zvolim & > 0, pak existuje dg > 0 takové, Ze:

f(P(aa 50)) - U(Av 5)7 g(P(av 50)) - U(A, 5)

= v =min(d,d) : h(P(A,7y)) CU(A,¢)
= lim h(z) = A

r—a

Q.E.D.

Poznamka:
Vsechny véty v této ¢asti plati i pro jednostranné limity. Napt. Heine:

lim f(z) <=

T—a4

T, € PT(a,6)  pro néjaké d >0
lim, oo Tp =a

{xn e P(f)

= lim f(z,)=A4

n—oo

Piiklady:

(i) limO xD(x) =0
r—
(ii) lim sin(z) neexistuje (Heine).
Staci zvolit posloupnost {z,}, z, — inf, lim f(z,) = limsin(z,). Volime z,, = n7/2. z, =
{1,0,-1,0,1,0,—1,...}. Limita neexistuje.
(iii) lim sin(1/z)
CEHO_F

Zvolim x,, = 2/(mn), pouzijeme Heineho vétu.

Spojita funkce

a € R, f je spojita v a, pravé kdyz:
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— Limita funkce

lim f(z) = f(a)

= Ve>030>0: fU(a,8) CU(f(a)e)

/ je spojita zprava v a, pravé kdyz vySe uvedené plati pro z — ay a f(UT(a,d)).
f je spojita zleva v a, pravé kdyz vyse uvedené plati pro x — a_ a f(U (a,0)).

Disledek VOALF:
Necht f a g jsou spojité v bodé a € R. Pak f+g a f-g jsou také spojité v a € R. A jestlize
navic g(a) # 0, pak také podil f/g je spojity v bodé a € R.

Priklad:
Nebof lim, .,z =a Va € R, je kazda funkce tvaru

P(x) = anz” + an_12™ " + -+ 4 az + ag (ag,ay,...,an €R)

spojita v kazdém bodé a € R. Takovou funkci nazyvame polynom.

Slozena funkce
sin(z?) je funkce slozen4. Podobné jako sklddani zobrazeni:

2Eg(2) 5 f(9(x)) < (fog)

(fog)(z) def f(g(z)) — sloZena funkce. f nazyvime vnéjsi funkce, g vnit¥ni funkce. Napt.:
g(x) = 2%, f(y) =sin(y) = (f o g)(z) = sin(z?)

Varovani: Skladani zobrazeni neni komutativni! (go f)(y) = (siny)?

Necht:
lim g(z) = A

r—a

lirr}1 f(y) = B (Pozor na x — Al)

Plati pak, ze lim,_,(f o g)(z) = B? Neplati!
Piiklad:

g(x) =0

il 1

(fog)(a)=1
lim (f 0 g)(x) = 1

Ale:
lim g(x) =0

z—0

lim f(y) =0

(blizi se k 0, ale nikdy tam nedorazi).

Z Spor
Co délame spatné?

(i) Vnitini funkce je konstantni.
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— — Limita funkce
(ii) Vngjsi funkee je nespojita v tomto bods.

VETA 6 (o limité sloZené funkce):

Necht lim,_., g(xr) = A (vnitini funkce), lim,_, 4 f(y) = B (vnéjsi funkce); a, A, B € R*.
Necht navic plati jeden z predpokladi:

(P1) f je spojitd v bodé A.

(P2) 35 > 0 takovd, ze g(x) # A pro Vax € P(a,0) (tedy se vnitini funkce “vyhybd” své
limits).

Potom plati: lim (f o g)(z) = B.
DUKAZ:

Poznamka:

Proc¢ véta nelze dokazat bez predpoklada? Lzidukaz:
Ke zvolenému ¢ > 0 najdu ¢ > 0 takové, ze:

f(P(A4)) CU(B,e)
K >0 3p > 0 takové, ze:

9(P(a, 1)) S U(A, )

?

= (fog)(P(A,n) C fU(A, )

Chci tak C U(B,¢), to ale nejde! Misto f(U(A,)) bychom v tom piipadé museli
pouzit f(P(A,1)).

Mozné cesty z nouze:

(i) UZ od zacéatku si vezmu U(A, ) — pozaduji spojitost.
(ii) Nebo vnitini funkci zakézi, aby nabyvala své limity — dostanu P(A, ).
Tedy:

(P1) Zvole > 0:
Y >0: f(U(AP) CUB,¢)

(U(A, ) misto P si mohu dovolit, nebot je f v bodé A spojité, tj. f(A) = B.)
Fp:g(Pla, p)) CUA, )

(f 0 9)(P(a, 1)) = f(g(P(a,p)) € f(UA,¢)) CU(B,e)

(P2) Zvol e > 0:
3¢ >0: f(P(A,¥)) CU(B,e)

Nebot g(x) # A pro « € P(a,d) a k ¢:

Jp:g(Pla,p)) CSU(A, )

Y= min(67 /J’) : g(,P(a77)> - ,P(Av'(/})
fg(P(a, 1)) € f(P(A,¥)) CU(B,e)
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_ — Limita funkce

Q.E.D.

Intervaly

Necht a,b € R*, a < b. Pak otevienym intervalem (a, b) nazyvame mnozinu vSech {z € R, a <
x < b}. Uzavieny interval [a,b] je definovén pro a < b jako mnozina {x € R, a < z < b}.

VETA 7 (o limité monoténni funkce):

Necht funkce je monoténni na otevieném intervalu (a,b), kde a,b € R*, a < b. Potom existuji
limg o, f(x)1lim,_p_ f(x).
DUKAZ:

T-0-D-0O: diagram
Necht f je napf. neklesajici. Zvolime ¢ > 0 a definujeme mnozinu M = f((a,b)) = {f(z), =z €
(a,b)}. Potom definujeme A :=inf M. Z (ii) vlastnosti infima:

Jxg, zo € (a,b) : A< fx) < f(xo) YV € (a,zo)

Tedy:
flz) eU(A,e)

Tudiz f((a,z0)) CU(A,¢€) a staci zvolit 6 > 0, aby PT(a,d) C (a,z0). Tedy
lim f(z)=A
I*}a+

Analogicky dalsi ptripady.
Q.E.D.
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