— — Spojité funkce na intervalu
Spojité funkce na intervalu

Definice:

Je-li (a,b) interval, pak a nazyvidme pocateénim bodem intervalu, b pak koncovym bodem
a x € (a,b) vnitFnimi body intervalu. Obdobné pro uzaviené a polouzaviené intervaly.

Definice:

Rekneme, ze funkce f je spojita na intervalu I, jestlize je spojitd zprava ve vSech bodech
intervalu kromé koncového a zaroven spojita zleva ve vSech bodech intervalu kromé pocateciho.

VETA 8 (Darbouxova):
Necht f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b], a < b, a,b € R a f(a) < f(b). Pak
Yy € (f(a), f(b)) 3z € (a,0) : f(z) =y
(Neboli spojita funkce nabyva na intervalu vSech mezihodnot.)

DUKAZ:

T-0-D-0O: diagram

Definujeme mnozinu M := {z € [a,b] : f(x) < y}. Je neprazdnd (¢ € M) a omezend
(M C [a,b]).

Oznac xg = sup M. Tvrdime, Ze f(zo) = y. To nyni dokdZeme sporem s vlastnostmi suprema.
Predpokladejme:

flzo) <y=3e>0: f(zo) ¢ Uy, ) = y ¢ U(f(x0),€)
Funkce je spojita, tedy k € 36 > 0 takova, ze
f(l') ¢ Z/l(y,s) Va € u(l'oa 5) N [a7 b]

(f(x0) je “strasné” daleko od y a nevejde se do e-okoli y) T-O-D-0: Diagram
Cili £y neni supremem mnoziny M, nebot existuji body x > ¢, coz je spor s prvni vlastnosti

suprema)
Necht f(z9) > y. To je ve sporu s druhou vlastnosti suprema. Je > 0 takové, Ze y ¢

U(f(x0),e). K & potom 36 > 0 takovd, Ze
Vo € U(xg,e) : f(x) >y=Vr e (xg—0,20): f(x) >y

Pak ale xg nemiiZze byt supremum, protoze je pfed nim “dira” xy — d.

7 Spor

VETA 9 (zobrazeni intervalu spojitou funkci):

(Nebo také “o spojitém obrazu intervalu”.)
Necht I je interval a necht f: I — R je spojitd. Pak f(I) je interval. (Pozor, obrazem otevieného

intervalu je uzavieny interval.)

DUKAZ:

LEMMA:
Necht ) # M C R a necht plati

Ve,ye M, VzeR: z<z<y=z2zeM

Pak M je interval.
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— — Spojité funkce na intervalu

DUKAZ:
Definujme a :=inf M, b :=sup M, a < b (mnozina M je neprizdnd) a tedy (a,b) C
M C [a,b]. Tedy M je interval.
Q.E.D.

Necht y1,y2 € f(I):
Jzr,x €1 fz1) =y1 A f(22) = 2
Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme y; < ya. Necht ys € (y1,y2). Dle V.8 pak
w3 € [21,22] ¢ f(23) = Y3

Tedy mé f(I) vlastnosti mnoziny M z lemmatu, takze je dle lemmatu f(I) interval.
Q.E.D.

Definice:
Méame-li f: M — R, M C R, fekneme, ze f nabyva v bodé a € M:

(1) maxima na M, jestlize Vo € M, f(x) < f(a)

(i) minima na M, jestlize Vo € M, f(x) > f(a)
(iii) ostrého maxima na M, jestlize Vo € M \ {a}, f(z) < f(a)
(iv) ostrého minima na M, jestlize Vo € M\ {a}, f(x) > f(a)

(v—viii) lokalnich, jestlize existuje § > 0 tak, ze f nabyva na mnoziné M NU(a,d) maxima (minima)

T-0-D-O0: 1S je néjaké divné. ..
VETA 1S (Heineova véta pro spojitost):

Necht f je definované na okoli bodu a € R. Pak f je spojitd v bodé a, pravé kdyz pro kazdou
posloupnost {z,} € D(f), lim,_, x, = a plati lim,_, f(z,) = f(a).

Cviceni:

Rozmyslete si, pro¢ v této vété musi byt navic predpoklad x, # a.

Zname: f spojitd v a & [z, — a = f(z,) — f(a)].
Otazka: Kdy nabyva funkce svého maxima ¢i minima?

A={f(z), = € D(f)}, Fsup A
Priklady:

(i) f(z) == na (0,1). T-O-D-O: graf
(ii) f na [0,1] nem4 maximum. Je spojita na [a, b]? T-O-D-O: graf

VETA 10 (vztah spojitosti a extrémi):

Necht f je spojitd na [a,b]. Pak f nabyvé na [a,b] svého minima i maxima.

DUKAZ:

A={f(z), z€a,b]}, M=supA

Z vlastnosti suprema: 3 posloupnost {f(z,)}52 takova, Ze lim, . f(z,) = M. Pak {z,,} C
[a,b], tedy {z,} je omezen4.

/L:1.616 2



— — Spojité funkce na intervalu
Tudiz dle Bolzano-Weistrasse 3 posloupnost {zy, },

lim z,, =c¢€ la,b

nj—00

f je spojita v ¢, tudiz

nj—00

Ale pfitom lim,, o, f(z,) = M, neboli

lim f(an,)=M

nj—00

Podle véty o jednoznacnosti limity: M = f(c), tedy f nabyva svého maxima M v bodé c.
Minimum obdobné.
Q.E.D.

VETA 11 (vztah spojitosti a omezenosti):

Spojita funkce na [a,b] je omezend.
DUKAZ:

Dle V.10- f nabyv4 min, max. Ozna¢me m = min f, M = max f. Pak m < f(x) < M pro
Va € [a,b] = f je omezenA.
Q.E.D.

Pozn.: Piedpoklady jsou podstatné!

Prosta funkce

Definice:

Rekneme, Ze f je prosta (injektivni) funkce, jestlize » # y = f(x) # f(y) pro Va,y € D(f).
Piiklady:

(i) sin neni prosty na R, ale je na [—7/2,7/2].

(ii) Konstantni funkce nebyva prosta.

Inverzni funkce

Definice:

Necht f je prostd funkce na M C R, kdy f: M — f(M). Pak inverzni funkce k f (oznacime
f71) je definovéana na f(M) pro Vy € f(M) jako:

iy =z ey = fl)

Priklady:

(i) f(x) =22 na [0,00)
(ii) f(y) = /¥ na [0,00)
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VETA 12 (o inverzni funkci):

Necht I je interval v R, f je definovand, spojitd a rostouci (& klesajici) na I. Pak f~! je
definovand, spojité a rostouci ¢i klesajici na f(I).

DUKAZ:

Definovanost a monotonie
Necht f je napiiklad rostouci, pak f~! je definovana a rostouci na f(I).

yi = f(@i)
zi = " (yi)
Al -1 -1
Y1 <y2 = fla1) < fa2) = a1 <@ <= 7 (1) < 7 (y2)
Spojitost
Zvolime yo € f(I), yo = f(z0), o = f~*(30), € > 0. Nechf yy je vnitinim bodem
f(I), pak xq je vnitfnim bodem I.
Fxy, 29, 1 < 2o < T2 = (T1,22) C U(20,¢)
Zvol ¢ > 0 tak, aby U(y,d) C (f(z1), f(z2)). Tedy pro e > 0 3§ > 0 tak, ze:
F UWo,0)) € F7H(fr), fa2) = (w1,22) CU(m0,6) =U (f (o), ¢)

Tedy f~! je spojita v yp. Obdobné pro krajni body ({cvic¢eni)).
Q.E.D.
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