VETA (Bolzano—Weieistrassova véta):

7 kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.
DUKAZ:

Necht {a,} je omezené posloupnost. Pak definujme

A =limsupa,

n—oo

Plati, ze A € R, nebot {a,} je omezena, tedy

b1 = sup(an) € R
neN

— inf(a,) € R
o= ahlen) €
C1§Cn§bn§b1 anN

Definujeme mnozinu:

My jeNiag;e[A-1,4+1]} £0

def .
mi = min M,

(index prvniho bodu v pasku A — 1, A+ 1).
Necht jsou definovana ni,...,n;_1. Pak definujeme:

M, S GeN, j >y a; € [A—1/25, A+ 1/2%))

ng def min My,
Takto definuji nekoneénou posloupnost indexti {ny }ren. Tim ziskdvdm vybranou posloupnost
di = an,, keN
Tvrdim, ze limy_, . di, = A. Zvolme € > 0, pak J kg takové, ze
1/2" <e  VE> ko
Tedy |d — A| < € pro k > ko, tedy

lim dk =A

k—oo

Q.E.D.

VETA (Bolzano—Cauchyova véta):

Posloupnost {a,} méa vlastni limitu, pravé kdyz plati tzv. Bolzano—Cauchyova podminka:

Pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, zZe:

lam — an| < e Vm,n € N (m,n > ng)
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DUKAZ:

w9

Zvolime € > 0, pak In( takové, ze pro Vn > ng plati:
|A—a,| <e/2
Tedy pro Vm,n > ng:
|am — an| = |am — A+ A —an| <lam —A|+]an — A <e/2+e/2=¢
“om
Zvolime € > 0, pak dng takové, Ze pro Vn > ng plati:
|am — an| < €
Specialné pro m = ng:

Upy — € < p < Apy + € (VYn > ng)

Gpy — € < liminfa, <limsupa, < ap, +¢ (Ve > 0)

liminf a,, = lim sup a,, VA>3 4im a, = limsupa, € R

n— o0 n—00

Q.E.D.
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