— — Vlastni limita posloupnosti
Vlastni limita posloupnosti
Definice:
Posloupnost {a,}52; mé vlastn{ limitu (je konvergentni) A € R, jestlize:
Ve>03dno e N, VneNn>ng:|a, — Al <e
Znadime: nlirgo ap =A
Posloupnost {a,}5° ; nem4 vlastni limitu (je divergentni), jestlize:

YVAeRIe >0, Vnp e NIneNn>ng:la, — Al >¢

Pozn.: Divergentni posloupnosti myslime i posloupnost oscilujici.
Priklady:

(i) lim 1/n=0
(i) lim Yn=1
(iii) lim (—1)" neni definovand.
n—oo
(iv) lim (14+1/n)" =e
(v) lim a=a

n—oo

DUKAZ:

(i) A=0, dédno ¢ > 0. Zvolme ng > 1/e:
VneNn>ng:1/n<1/ng<e

= lim 1/n=0

n—oo

(i) A=1, méme a, = Yn =1+ d,, kde §,, > 0 pro Vn > 2.
Sporem: necht lim # 1:

Je>0,Vng e NIneNn>ng: Yn>1+¢
Pak musi existovat rostouci posloupnost {n;}32,, kde n € Na a,, >1+¢e. Tedy:
“/ng >14+¢€
14+0,, >1+c¢
ng = (140,,)" > (1 4+e)™ =1+npe+ <n2’“>52 +-

ng (nk — 1) 62

> Ng€ + B)
nk—l 2
= 1>+ ——:=¢ Vg
1—¢
= 24+ 1>ng Vny,

£2

1 Spor
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— — Vlastni limita posloupnosti

(iii) Je takové, ze pro ¥ng In : |a, — A| > € pro kazdé predem dané A € R.
Sporem: pfedpokladejme lim,, o, (—1)" = A, pak k e = 1/3 existuje ng takové, ze |(—1)" —
Al < 1/3 pro Vn > ng.

2=|(-1)" = ()" = |(-1)" = A+ A ()" <

1 Spor
(iv) e si pozdéji nadefinujeme prévé jako tuto limitu.

(v) Trividlni.

VETA 1 (o jednoznaénosti limity posloupnosti):

Kazda posloupnost mé nejvyse jednou limitu.
DUKAZ:

Necht hm an = A1 A hm a, = As, bez Gjmy na obecnosti (dichotomie) necht A; > A,.
Zvolme € < (A; — Ag)/2 Pak Iny,ny takova, ze:

} pro n > max(ny, ne) plati zdroveti oboji.

VETA 2 (o omezenosti konvergentni posloupnosti):

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

DUKAZ:
Zvol ¢ = 1. Necht lim a,, = A € R. Pak dle definice 3ny € N takové, ze
Vn >ng,m € N:la, — Al <e=|a,| < |A|+1
Zvol K = max{|A| + 1;|a1], |az], ..., |an,|}. Pak pro ¥n € N:|a,| < K.
Definice:

Rekneme, e posloupnost {b;}$° , je vybrana z {a,}, existuje-li rostouci posloupnost
{nitizs €N

takova, ze b, = a,, pro Vk € N.

VETA 3 (o limité vybrané posloupnosti):
Necht lim a, = A a {b;} je vybrana posloupnost z {a, }. Pak klim b = A.
DUKAZ:
Ve>03ng: |a, — Al <e Vn > ng = Jko > no : an,, = bk,

VI>1lg:|by — Al <e (nebot b, je také néjaké a,,)
Q.E.D.
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— — Vlastni limita posloupnosti

VETA 4 (o aritmetice limit):

n—oo

Necht a, —> A € R, b, =3 B € R, pak plati:

(i) lim (—a,) =-A

(i) lim (a,+b,) =A+B
(ii) lim (1/a,) = 1/4 (pokud a, # 0 pro Vn a A #0)
(iv) lim (anb,) = AB

Tedy také lim (aa,) = aA a za dobrého pocasii lim (a,/b,) = A/B.

Pozor! Obecné neplati lim (¢, +d,) = lim ¢, + lim d,,, nemusi jedna z nich existovat.

n—oo n—oo n—oo

DUKAZ:

(i) Trividlni, sta¢i volit ny = ng (jako pro ptivodni posloupnost).

(ii) Pro dané € > 0 plati limita {a,} od ni, {b,} od na, tedy obé plati od ng = max{ny, na}
dale. Tedy:

‘(a'rz“‘bn)_(A‘FB)‘S‘an—A|+|bn—B|<2€ Vn > ng

(iii) Nejdfive dokdzeme lemmu.
LEMMA:

dK >0, Vn:|ay| > K

DUKAZ:
Méjme € < |A]/2:

Ing,Yn > ng : |ap| > 2e = K > 2¢

Prone{l,...,no — 1} : K < min{|a,|} = IK.
Q.E.D.

Zvolime e-pas kolem nuly o velikosti K = gq takovy, Ze |a, > eol, tedy |1/a,| < 1/eo.

11 _|A=a,
a, Al

(iv) Méjme n > n3 = max{ni,na}:
|(anbn) — (AB)| = |anby, — anB + anB — AB| < |apb, — anB| + |a, B — AB| =

= |an| |bp — B|+|B| |an — A| < |an|e + |Ble
—— ——
<e <e

Pfitom |a,| je omezeno néjakou konstantou K a |B| je konstantni rovnou, tedy:

lanle + |Ble < (K +|B|)e
——

konst.

Q.E.D.
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VETA 5 (o uspotfadani limit):

Méjme lim a, = A, lim b, = B. Pak:

n—oo

(i) Pokud A > B, pak Ing, od kterého a,, > b, pro V > ng.
(ii) Pokud Ing takové, ze a,, > b, pro V > ng, pak A > B. (Pozor, neplati a,, > b, = A > B!

Napt. a, =1/n, b, = —1/n.)
DUKAZ:
Zvole > 0,¢e < %(A—B), pak proni: |a,—A| < e, pro na: |b,—B| < €, pro ng = max{nj, na}
jsou tyto pasy jiz disjunktni:
an>A—e>B+e>b, Vn > ns
Q.E.D.

VETA 6 (o dvou policajtech):

Necht:
lim a, = lim b, =AcR

n—oo n—oo

dng €N, Vn>ng:a, <c, < b,

Pak lim ¢, = A.

n—oo

DUKAZ:

Zvolme € > 0, pak:
dni €N, Vn>ng:la, — Al <e

Ina €N, Vn>ng:|b, — Al <e
Definujme ng3 := max{ng, n1,na}. Pak jisté
A—-e<a, Vn > ng

A—e<a,<c, <b,<A+e¢

lim ¢, = A

Q.E.D.

Piiklad:
Necht a > 0. Pak lim ¥a = 1.
DUKAZ:

(a>1) 3np €N,ng >a, Yn>ngp:a <n.
Tedy 1 < ¥a < ¥n pro Vn > ny.

lim 1=1Alim Yn=1= lim Va=1

n—oo n—oo n—o0

(a =1) Trividlni.

1
a<1l) lim ¥Ya= lim
( ) n—oo \/_ n— 00 "/l/a
1l/a>1= lim {/1/a=1
n—od

(Jak bylo dokézano.)
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1£0A YVI/n#0 YnYE lim Va-1/n=1

Q.E.D.

VETA 7 (o souinu omezené a “nulové” posloupnosti):

Necht hm an =0 a {b,} je omezend. Pak hm anby, = 0.

Pozn.: Platl ze lim a, =0 << hm |an] —0 (Dtkaz: (cvideni).)

n—oo

DUKAZ:
Vime, Ze pro Vn € N plati |b,| < K. Pak dle pfedpokladu a dvou policajti:

0 < |anbn| = ‘an‘|bn| < K|an|

—0 —0 —0

— lim ‘anbn| =0=— lim a,b, =0
Q.E.D.

Priklad: lim l sinn =0

n—oo N
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