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Uvod do matematické analyzy

Vyrokova logika

Definice:

Logika: véda o spravnosti vyroku.
Vyrok: tvrzeni, o kterém mé smysl fici, zda je pravdivé nebo ne. Obvykle ve formé “premisa =
dusledek”. Tarskiho definice: “Vjrok A je pravdivy, jestlize A.”

Priklad:

(A= B) < (-B = -4)
< -(AA-B)

Vyrokova funkce: vyraz, z néjz obdrzime vyrok po dosazeni prvka za proménné. Zapisujeme
V(z1, ..., &n), Tn € My,
Kvantifikatory: vSeobecny (V) a existenéni (3). Plati princip stejnomérnosti:

Ve Jy : V(z,y) < Jy Vo : V(z,y)

Zakladni metody dikaza

Pouzivame zejména diikazy sporem, indukci, pfimo a nepfimo. Je zdhodno se vyhnout dikazu
kruhem.

Pii dokazovani je vhodné si uvédomit formélni definici dokazovaného vyroku a aplikovat ji na
nas konkrétni piipad (napf. dokazujeme-li existenci limity, mize pomoci vyjit z dosazeni do jeji
definice).

Tvrzeni: Pro Vn € N : n? liché = n liché. Dikazy:

(i) Pfimo:
n? =p?-..p? (prvociselny rozklad)

n=pi Pk

j=1,...,k:p; #2 = nliché

(ii) Nep¥Fimo:
nsudé = n=2m = n? = 4m? = n? sudé

(iii) Sporem:
n? liché A n sudé

= n? + nliché = n(n + 1) liché

7 Spor
(iv) Indukci:
n = 1: 12 liché, 1 liché.
n = n+2: n? liché = (n + 2)? liché (nebot (n + 2)? = n? + 2n +4 = 2n + 5 je liché).
Q.E.D.
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Dalsi
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pitiklady:

e Pfimo: A=Ci=Cy=---=C,=B
Cauchyho nerovnost:

()= (£ 5

vmeN, ay,...,an,b1,...,b, €ER

(1) a1 =ax=--- =a, =0, tedy plati.
(2) Fie{l,....,n}:a; #0.
Trik: Definujme si:

f(z) = Z (a;z + b;)°

i=1

Pak plati:
i=1 i=1 i=1
a>0, f(2)>0"EE D <06 —4ay <0

N——

n 2 n n
ﬁ2—4a’y§0:>ﬂ2§4a’y:4<2aibi> §4<Za?> (Zb?
i=1 i=1

i=1

Q.E.D.

e Sporem: Predpokladame opak a dokazeme jeho neplatnost.
Iracionalita v/2:
r>0:2°=2=2¢Q

Necht = p/q, kde p, ¢ jsou nesoudélna:
1% =2 = p?/¢® =2 = p* = 2¢

p? =4m = ¢> =2m

To je ale spor s nesoudélnosti p, q.
Q.E.D.

e Indukci: Dokazujeme, Ze pro Vn € N: V(n). Staci dokazat:

(i) V()
(i) V(n) = V(n+1)

Bernoulliho nerovnost:

14+x)">1+nz VneN,z> -1

(1) n=1:
l1+x>1+4+=x
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(2) Vin)=V(n+1):
1+2)"1+2)>1+nx)1+2)=1+0n+Dr+nz?>1+ (n+ 1)z
Q.E.D.

A-G nerovnost:
ay+az+---+an

n
Yn €N, ai,ag,...,a, >0

n
> A\/aiaz---ay

V(1) je trivialni.
V(2): (a1 + az)/2 > ajas. Necht a = A% a b = B

(A-B)*=A>+B*>-24AB>0

V(n) = V(2n):
ar+ - an + anyr + oo +ag,

2n o
a1+"‘+an+an+l+"'+a2n >

n n

V£2) §/a1+"'+an.an+1+"'+a2n -
n n

V(n)
2 i/nal...a,n.q\l/a’n_"_l...a/2n:

V(n+1)=V(n): M&me aq,...,a,.
Trik: Definujme:

ai
b1 =
Yay---an
a2
b2 =
Yay---an
b an
n
Vay---ap
bn+1 =1

by 4+be+ -+ by +1
Vin+1 > bbby =
n+1) = —— > 1b2 =1

bi+ba+ -+ b1 >n+1
ay+az+---+ap

>n
Varan
airt+ax+---+a
1 2 + "2"a1~--an:>V(n)
n

Q.E.D.
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Mnozina realnych ¢isel

Definice:

Mnozina A je induktivni, jestliZe:

(i) 1€4
(ii) ke A=k+1e A

N def prunik vSech induktivnich mnozZin (nebo také {1,2,3.4,...}).

Z ¥ NU{0} U (-N)

def
Q= {p/q:p€Z, qgeN}

R za okamzik.
C se zabyvat nebudeme.

VETA 1 (o realném télese):

Existuje pravé jedno usporadané téleso R, na némz jsou dany operace “+” a
a binarni relace “>” s nésledujicimi vlastnostmi:

I. Algebraické vlastnosti télesa:

(G) (z+y)+z=z+4+(y+2) (asociativita)
(ii) r+y=y+2 (komutativita)

(iii) 2 +0=0+z==2

(iv) 2+ (-z)=0
V) (9)2 = o(y2)

(vi) zy=yz

(vil) lz=zl==x

-1

(viii) 27! =27t

z=1
(ix) z(y+2)=axy+zz
II. Axiomy uspofadani:
(i) e<yny<z=2x=y (slabd antisymetrie)
(i) e<yAny<z=xz<z (tranzitivita)
(iii) z <yVvy <z (dichotomie)
(iv) e<y=z2+2<y+z
(v) 2y >0

Axiom o supremu

Necht M € R. Rekneme, Ze M je:

(i) shora omezen4, jestlize 3K € R pro Va € M takové, ze z < K.
(ii) zdola omezena4, jestlize 3K € R pro Vo € M takové, ze © > K.

(iii) omezena, jestlize je omezend shora i zdola.

K pak nazgvadme horni (dolni) zavorou mnoZiny M.
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, prvky LLO” a “177

Vz,y,z € R

Ve,y € R

Ve € R
VeeR:3d—-—zeR
Vr,y,z € R

Vr,y € R

Ve R
VeeR\{0}:3z7teR
Ve,y,z € R

Ve,y € R

Vz,y,z € R

Ve,y € R

Vz,y,z € R

Ve,y e R, x>0, y>0
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Supremum
Necht M je neprazdné a shora omezend podmnozina R. Pak 3! G € R, pro které plati:

(i) Vo € M : © < G (horni zévora)
(ii) VG' < G 3z € M : G’ < z (nejmensi horni zdvora)

(pro uzavieny interval G € M, pro otevieny interval vSak nikoliv.

G =supM

Infimum
Necht M je neprazdna a zdola omezend podmnozina R. Pak 3!g € R, pro které plati:

(i) Vz € M : z > g (dolni zévora)
(ii) V¢’ > g dz € M : ¢’ > x (nejmensi dolni zdvora)

g=inf M

DUKAZ:

Definujme mnozinu —M := {—x,z € M }. Pak —M je shora omezené (nebot M je zdola
omezend). Tedy 3G = sup(—M) (supremum mame zavedeno axiomaticky).

G>—-r=-GC<zx=g<zx Ve e M

Pak ovSem g := —G = inf(M).
Priklady:

(0,2) infM=0¢M supM=2¢M

[0,2] inffM=0eM suipM=2eM
{neN:z=2-1/n} infM=1eM supM=2¢M
(0,2)U{3} infM=0¢M supM=3¢cM

VETA 2 (Archimédova vlastnost):

VreRIdneN:xz<n

DUKAZ:

Sporem: predpokladejme, ze Jx € R takové, ze pro Vn € N : n < z. Pak je N shora omezena,
tedy 3G = supN.

Pfitom pro N plati: ¥n € N = n+ 1 € N (jde o prunik vSech induktivnich mnozin). Tedy
n+1<GproVn €N, tudiz n <G —1 pro Vn € N. OvSem v tom pfipadé supN =G — 1!

1 Spor

Spocetnost: Mnozina A je spoCetnd, existuje-li zobrazeni f: N L4
VETA 3 (hustota racionélnich a iracionalnich é&isel v realnych &islech):

N < @Q: Kardindlné |Q| = |N|, miZeme zobrazit vSechna raciondlni éisla na N (matice, fadky
budou p a sloupce g, ¢islujeme diagonalng).

Pro kazda a,b € R,a <b3q € Q,r € R\ Q takové, ze a < ¢ < b, a < r < b (af udélame sebeuzsi
mezirku na redlné ose, vejde se ndm tam néjaké raciondlni a iracionalni ¢islo).
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DUKAZ:
Pfimo:

(Q) ¢=m/n, m € Z,neN.
Z Archimeda = 3n € N takové, ze 1/(b—a) < n, tedy b—a > 1/n. Pak ale jisté existuje
m € Z tak, ze m/n € (a,b).

(R\ Q) Necht g1,¢g2 € Q, a < ¢q1 < g2 <b.
Zvolme 7 = q; + 1/v/2(q2 — q1). Pak:

(i) r € (q1,¢2) C (a,b), nebot 1/v/2 < 1.
(ii) r € R\ Q ({cviceni)).

VETA 4 (o existenci n-té odmocniny):

(Tato véta je tézka!)
Vr>0,zr e RAVneN:Jy>0,yeR, y" ==z

DUKAZ:

Nejdiive si oznac¢me:
Ry ={r €R:z >0}

Rt={zeR:2>0}
Definujme si néjaké pomocné mnoziny:
M, :={k>0,keR: k" <z}
My:={k>0,keR: k" >z}

LEMMA 1:

RY = M, UM,

DUKAZ:
Zfejmé M, C R+,Mg - Rt = My UM,y C RT.
Kdyby RT # (M; U M), pakk Jk, k # (M7 U M), tedy k™ £ x ani k" % z, coZ je
ve sporu s dichotomii.

Z Spor
Nyni si definujme y; = sup My, yo = inf M.
LEMMA 2:
yr <z hx<yy
DUKAZ:

Dokazme y7 < z sporem: yi > z.

Pak by dle Archimeda 3 > 0, h > —22 (trik). Tedy:

yr —

keM=k"<z=>-—ax< k"
yr —x <y — k"
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7 binomické véty:

yr =K"= (= k) T Ayl R R TR < (1 — R)nyp

n ¢lentl, viechny < ¢y~ !

Z (ii) vl. suprema 3k € My : k > y; — 1/h, tedy:

B n n—1 no_ g
L =
1

yr—r <y —=w

Z Spor
Analogicky = < y3.

Nyni koneéné mtzeme dokdzat y; = yo. Vime, Ze nejde, aby y2 < y1 (jinak y? > y¥), tedy
staci vyloucit y; < y2. Kdyby to ovSem platilo, dle V.3- by 3¢ € Q,q € (y1,y2), coz je viak
spor s Rt = M; U M.

Q.E.D.
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