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Vyrokova logika

Definice:

Logika: véda o spravnosti vyrokt.
Vyrok: tvrzeni, o kterém mé smysl Fici, zda je pravdivé nebo ne. Obvykle ve formé “premisa =
dusledek”. Tarskiho definice: “Vyrok A je pravdivy, jestlize A.”

Priklad:

(A= B) < (-B = —-4)
< -(AA-B)

Vyrokova funkce: vyraz, z néjz obdrzime vyrok po dosazeni prvki za proménné. Zapisujeme
V(mla cee axn)v Tn € Mn
Kvantifikatory: vSeobecny (V) a existenéni (3). Plati princip stejnomérnosti:

Ve Jy: V(z,y) <= Ty Ve : V(x,y)

Zakladni metody dikaza

Pouzivame zejména dikazy sporem, indukci, pfimo a nepiimo. Je zdhodno se vyhnout dikazu
kruhem.

Pii dokazovani je vhodné si uvédomit formélni definici dokazovaného vyroku a aplikovat ji na
nas konkrétni piipad (napf. dokazujeme-li existenci limity, miZe pomoci vyjit z dosazeni do jeji
definice).

Tvrzeni: Pro Vn € N : n? liché = n liché. Dtikazy:

(i) Pfimo:
n?=p3--. pi (prvociselny rozklad)

n:pl..‘pk

j=1,...,k:p; #2 = nliché

(ii) Nepfimo:
nsudé = n=2m = n?® = 4m? = n? sudé

(iii) Sporem:
n? liché A nsudé

= n? +nliché = n(n + 1) liché

Z Spor
(iv) Indukci:
n = 1: 12 liché, 1 liché.
n = n+2: n? liché = (n + 2)? liché (nebot (n + 2)? = n? +2n +4 = 2n + 5 je liché).
Q.E.D.

Dalsi piiklady:

e Pf¥imo: A=Ci=>0Cy=.---=C, =B
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Cauchyho nerovnost:

(Be0) < (5% (%)

YmeN, ai,...,an,b1,...,0p ER

(1) a1 =ax=--- =a, =0, tedy plati.

(2) Jie{l,....,n}:a; #0.
Trik: Definujme si:

z": ax—i—b
=1

Pak plati:
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= (iﬁ) 22 + (imibi) x+ (izﬁ) — az? + B+
i=1 i=1

i=1

Z grafu

a>0, f(z) >0

D<0&s (% —407<0

62 —4oay < 0= 62 <day=4 <§n:aibi> <4 (ia?) (ib?)
i=1 i=1

i=1

Q.E.D.

e Sporem: Predpokladame opak a dokézeme jeho neplatnost.

Iracionalita /2:
r>0:2°=2=2¢Q

Necht 2 = p/q, kde p, g jsou nesoudélna:
1? =2 = p?/¢® =2 = p* = 2¢
p? =4m = ¢* =2m

To je ale spor s nesoudélnosti p, g.
Q.E.D.

e Indukci: Dokazujeme, Ze pro Vn € N: V(n). Staci dokazat:

i) V(1)
(i) V(n) =V(n+1)

Bernoulliho nerovnost:
14+x)">1+nz VneN,z> -1
(1) n=1:
l1+z>1+=x
(2) V(n)=V(n+1):

1+2)"Q+2)>1+nx)1+2)=1+0n+Dr+nz?>1+ (n+ 1)z

Q.E.D.

A-G nerovnost:
a1 taz+---+ap

n
Yn eN, ay,as,...,a, >0

n
> AJaiaz---ap

V(1) je trivialni.
V(2): (a1 +a2)/2 > 2ajas. Necht a = A2 a b= B

(A-B)*=A?+B?>-24AB>0
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V(n) = V(2n):
al+"'+an+an+1+"'+a2n
2n

a1+"'+an+an+1+"'+a2n >

n n

>

V£2) §/a1+...+an.an+1+...+a2n

n

n
Vin) of, n
> \/al---an~ \/an+1"'a2n:
2n

= ap - - ag, = V(2n)

V(n+1)=V(n): M&me ay,...,a,.
Trik: Definujme:

ai
by := ——
nal...an
a2
by := —————
’rbal...an
by 1=
n
nal...an
bn+1Z:1

by +by+ - +b,
Vit 1) = 2 2 iy = 1

bitby+ o +bps >n+1

a1 +as+---+an,
nal...an

apt+az+---+an >

>n

. a1+ ay = V(n)

Q.E.D.
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