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Primitivni funkce

Primitivni funkci nazyvame také neurcity integralem ¢i antiderivaci.

Jaké ma uplatnéni? Naptiklad fyzik chce zjistit, kde bude ¢astice za pil hodiny, aby se na ni tfeba Sel
podivat. Biolog je vyzbrojen Petriho miskou, ma bakterie, o nich vi, v jakém poméru se mnozi, ale zna
jen ten pomér. Kdyz polozi na misku 40 bakterii a jde na vecefi, chce védét, kolik jich tam bude, az se
rano vrati.

Tedy zname derivaci a chceme zjistit ptvodni funkci.

Zakladni vlasnosti primitivni funkce

Definice:

Necht f je definovand na otevieném intervalu I. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k
f na I, jestlize pro Vz € I plati F'(z) = f(x).

Priklad:
3
F(z) = =
f(z) = 2% 33 je primitivni k f.
G(z) = % +1

VETA 1 (tvar primitivni funkce):

Necht F', G jsou dvé primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Potom 3C € R tak,

~

Ze
F(z)=G(z)+C Vo el
DUKAZ:
H(z) = F(z) — G(x) rxel
H'(z) =F'(z) - G'(x) = f(z) - fl) =0 axel
Tedy je H na I konstantni.
Q.E.D.
Poznamky:

(i) Ne kazd4 funkce m4d primitivni funkci. (Napf. f(z) = signz na R nemd primitivni

funkci.)
Mg&jme P = {f, které maji primitivni funkeci}.

(ii) f spojitd = f m4 primitivni funkci. (Dtikaz viz pozdéji — Riemanniiv integral.)
f ma primitivni funkci = f je Darbouxovska. (Dikaz brzy.)

2 o 2
(i) F(z) = {x sin (1/2%) 2 #0
0 z=0

Potom F’ existuje na R, ale neni spojitd. Tedy pro f = F’ plati f € P — C (f méa prim.
funkci, ale neni spojitd).

(iv) Jestlize f ma primitivni funkci F' na I, potom F je spojitd na I, nebot F' m4a vSude na

I vlastni derivaci.
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Znaceni:

/ f(z) dr = mnozina v8ech funkci primitivnich k f na I

xe]:/f(a:)d:czF(x)@F’:fnaI

Piseme:

/f(x)dx:F(ac)+C xel

f(z) dz = F(x) + C
~~ —— ~
~— integrant diferer}ci}él reprezentant aditivni konstanta
. znak ,(Ozna‘CElJe, vsech integra¢nich er
integralu integra¢ni funkei
proménnou)

VETA 2 (linearita primitivni funkce):

Necht f mé primitivni funkci F' na otevieném intervalu I, ¢ ma primitivni funkci G na I, necht
a, B € R. Potom (aF + $G) je primitivni funkei k funkei (af + 89g).

DUKAZ:
(aF + BG) = aF' + BG’' = af + By
Q.E.D.
Dusledek:
/f(ax—i—b)dx:%F(ax—i—b)—&—C a#0
Priklady:

ol aeNU{0}:zeR
() /xadsc:z_’_l—FC’ a€Z, a<—1:2¢€(—00,0)U(0,00)
a
a€R\Z:xz € (0,00)

1
(i) /;dleog\xH—C’ 2 € (=00,0) U (0, 50)
(iii) /ezdaszem—&—C zeR
(iv) /sinxdx:—cosx—FC’ zeR
(v) /cosxdx:sinw—i—C x€eR
1
i = —7/2 2 /
(vi) /coszscdm tgx +C r e (—n/2+kn,w/2+knm), ke
1
(vii) /7dm:cotga:+0 ze€(0+km,m+kn), keZ
sin®
1
(viii) /mdm:arctga?—i-c reR
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dx = arcsinz + C z e (-1,1)

(0 [
ix —_—
V1— 122
—1
X ———dz = arccosz + C' rze(—1,1
® [ = (=L.1)
VETA 3 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce):
f spojita na I = f méa primitivni funkci na I.
Dukaz: casem.

VETA 4 (vztah darbouxovskosti a existence primitivni funkce):

Necht f méa primitivni funkci na I. Potom [ je darbouxovské na I.

| Pozn.: Funkce je darbouxovské, pokud nabyva na intervalu vsech mezihodnot.

DUKAZ:

Necht y1 < y2, y1,y2 € f(I). Navic necht f(z1) = y1, f(z2) = y2, 1,22 € I. Bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladejme, Ze x1 < xo. Necht z € (y1,y2). Chci dokézat existenci z* € (z1, z2)
takového, ze f(x*) = 2.

Nechf F' je primitivni k f. Trik: definuji funkci

H(z):= F(x) — zx rzel

Hz)=f(x)—2 xz€l

Tedy chci dokézat, ze H'(z) = 0 pro néjaké x. To je ndhodou druhd podminka existence
extrému.

H je spojita, nebot mé na I vlastni derivaci. Tedy je H spojitd na [z1,x2], tedy H nabyva
svého minima na [x1, z3].

H(x)=f(z1)—2=y1—2<0
Tedy H nema minimum v x7.
H'(z)=f(z2) —2=y2—2>0

Tedy H nema minimum v xs.
To znamena, ze H ma minimum v néjakém bodé z* € (z1, z2).
Vime, 7ze H m4 vlastni derivaci véude v (21, 22) = H'(2*) =0 = f(z*)—2=0= f(z*) = z.
Q.E.D.

Ziskavani primitivnich funkci
Jak ziskat primitivni funkce k dalsim funkcim?
(i) Z linearity:
1
. /cos(2x) dx = 3 sin(2x) + C
e Obecné: /f(x)dx:F(x)JrC’ x € R\ {0},

pak /f(az) dx = Flaz)

a
1 x

° /axdx:/emlogadxz—/loga-e"“ogada:: a4 +C a#0,a#1,a>0
loga loga

+C.
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(ii) Z trigonometrickych vzorcu:

. /cos2xd$=/wdx:/%dﬂc+/cos(72x)dx:g—f—Sm(2x)+C

2

1-— 2
. /sin2 dx:/%dm atd.

(iii) Z obecnych metod integrace.

Stru¢ny privodce tabulkovymi hodnotami

1
/ dx
cos?x tgx
1
——dx
1+ 22 arctg x
a+1
/ z%dx i
a+1

T-0O-D-0: Vice, Jezisku, vice!
VETA 5 (o substituci):

(i) Necht F' je primitivni k f na (a,b). Necht ¢ je definovand na (o, 8), ¢: (a,b) — («a, 5)
(s hodnotami v («, 3)). Navic necht existuje ¢’(t) vlastni pro kazdé ¢t € («, ). Potom

/ Fo®) - (0 dt = F(p(t) +C te (a,f)

(ii) Necht ¢ méa nenulovou vlastni derivaci na intervalu («, 3), ¢((c, 8)) = (a,b) (tedy se
zobrazuje na cely interval). Necht

/ fe®) - B di =G +C L€ (a.p)

Potom

/f(x) de = Gle'(2)) +C  w € (a,h)

DUKAZ:

() Fle®) V2% rle) - ¢'(t)

(ii) ¢’ je nenulova a mé primitivni funkci = ¢’ je darbouxovskd = ¢ neméni znaménko
na I = ¢ je ryze monoténni. Tedy:

Gl @) g =

/ VODIF

Gl (@) = fle™ (2)) - (¢ (@)
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-1 oo Y E)) (e
flele™ (2)) - ¢ (07 (2)) @) f(z)

Q.E.D.

Priklady na substituci:

(i) F' = f na (a,b). ¢ na («a, 8), existuje ¢’ vlastni na («a, 58), ¢(a, 8) — (a,b). Pak
[ oo it =Fem+c  te(p
Priklady:
@ [T e (-x)

t € (—00,00) x € (—o00,00)

ot) = arctg(t) | J@) =z
22

O=1rm | Fw=2+0

T = +C

j/arctgmd (arctg r)?
14 2?2 2

Zrychleny zapis:

y = arctgx
dx
dy = ——=
YT T2
/arctga:dx_/ du = 2/2+C_(arctga;)2+c
1+22 7 JYW=Y -2

Pozor, u zrychleného zapisu je tfeba ovérit predpoklady!

(2) /:Cl(:)lgxdm z € (1,00)

y=logx
d
dy:—x
x

1 d
/ dx:/—yzlogy—l—C:log(logx)—&—C’
zlogx Y

(3y/(z) vlastni pro = € (1,00))

(3)/ 1_; v (-1,1)

(aI'CCOS/x— -1 )_ / EATCCOs T "
Ve i
Y = arccosx
dy = dxr
VT2




Primitivni funkce — Zakladni vlasnosti primitivni funkce Lubos Pick — Matematicka analyza I1

arccos x
(&

BN e

(3y/(z) vlastni pro z € (—1,1))

:_/eydy:_ey+C:_earccosas+C

(4) /sin4 z cos® z dx

y =sinz
dy = cosz dx
. 5 _ .
sin®x cos® xdx = | sin” z cos™ x cos x dx

= [ -2 +4%)dy
5 2 9
7, Y
=L _cy4 Y Lo
5 7V Tyt
5 9
2
781115.%7?811171,4» mngrC

(ii) cio : (;y,ﬁ) — (a,b), tedy p((a, ) = (a,b). Existuje ¢’ vlastni na («, ), ¢'(t) # 0 na
a?

Pak

Priklady:

(1) /\/9fx2dx x € (-3,3)

Necht z = 3sint, (a,b) = (-3,3).
o(t) = 3sint, ¢'(t) = 3cost (a,B) = (—7/2,7/2)

¢((, 8)) = 3sin((—m/2,7/s)) = (=3,3)

©(t) = 3sint
¢ 1(t) = arcsin(z/3)
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/f(@(t))@l(t)dtZ/m-?)costdt
:9/m-costdt

COSt:> 0 9/0052t dt

:9/ 1+cos(2t) gt
t  sin(2
o5+ 40

(amsm z /3 sm(23rczin(m/3))) c

x € (—3,3)

Zkraceny zapis:

/mdz

x = 3sint
dr = 3costdt

t = arcsinx /3

/\/9—x2dx:/\/9—9sin2t~3costdt

ot sin(21)
_9(2+ : )+C

.y (arcsir;(x/?)) | sin(2 arciin(x/3))) o

dt
1+sin?t
Tato funkce je definovand a spojita na R, tedy ma primitivni funkci na R.
Substituce: z = tgt pro t € (—w/2,7/2) nebo t € (—7/2 + km,7/2 + kn), k € Z.

(iii) Substituce vs. lepeni — kdy je substituce $patny napad: /

t t = di dz
= arctgx =
& 1+ 22
1+tg’t = 1 1
& " cos?t T 1422
1 x?

2, 2, o
—sin“t =1 — cos 15—1—1_’_7962_m

/dt_/l dx_/dx_
1+ sin?t 1—|—1+21—|—a:2 1+ 222

Tedy:

= +C

_ / dx arctg (\/ﬁx)
1+ (v2z)® V2
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Plati tedy:

/L iaurctg; (\/ix) +C =

1+sin2t V2

- % arctg (\/ﬁtgt) +C  te(—w/2,7/2)

Nebo muzeme Fici:

dt 1
/m:ﬁardg(ﬂtgt)+c te(—m/2+km,7/2 + k)

Mame problém — funkce je hrubé nespojita, tedy to nebude hezka primitivni funkce.
Pouzijeme proto tzv. mechanismus lepeni — pospojuji jednotlivé kousky funkce tim, Ze
je posuneme, aby na sebe hezky navazovaly, a limitami dodefinujeme v nedefinovanych
bodech.

t 2tgt
Na (/2,7/2) solim o = 0, tdy Fot) = "1 /2180,
Na (7/2,3m/2) zvolim ¢; tak, aby tl;%_ Fy(t) = tl;%+ Fy(t).
t 2tgt
lim Fy(t) = lim arctg (V2tg1) S
t—mw/2_ t—m/2_ \/§ 2\/§
, . arctg (V2tgt) T
lim Fop(t)= lm ———F+c1=c1+——=
t—m/24 0( ) t—m/24 \/i ! ! 2\/5

Tedy ¢; = 7/+/2. Obecné pak:

t 2tgt
g%g) +hn/V2 e (-m/2+kmw/2+kn), k€T

Tedy ¢, = kn/\/2 pro k € Z.
Dodefinujeme Fy v 7/2 + k7 hodnotou

Fo(t) =

s km
lim  Fo(t) = —=+ —
t—m/2+km o(®) 2v2 V2
Definujme tedy:
t 2tgt
arctg (V2481) /3 te (<nj2+ kmon/2+ kn) pro k € Z
Fo(t) := v
Tk rot =m/2+km pro k € Z
2vV2 V2 b ’
Potom: dt
——=F{l)+C tcR, CcR
/1—|—sin2t o(®)

Derivace souéinu: (FG) = F'G+ G'F
VETA 6 (integrace per partes):

Necht I je otevieny interval a necht f, g jsou spojité na I. Necht f m4 primitivni funkci F
a g ma primitivni funkci G na I. Potom plati:

/g(ac)F(x) dx = F(x)G(x) — /G(m)f(m) dx xel

DUKAZ:
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(G(z)F(2)) = g(z)F(z) + G(x) f(x)
= g(2)F(z) = (G(2)F(2)) — G(2) f(z)
N / 9(2)F(z) dz = G2)F(2) — | G(a)f(x)dx

(Ze spojitosti integraly existuji.)

Priklad:

/sinx~xdz‘:—xcosx—/1~(—cosx)dm:

= —xcos:c—i—/cosxd:r:sinx—xcosx+0

Priklad (skryty souéin):

/logzdx:/llogzdx z € (0,00)

F(z) =logx glx) =1
flz)=1/z Gx)==x

1
/llogxdz:a:logxf/xfdz:xlogxforC’:x(logxf:z:)JrC
x

Priklad (vicenasobné per partes):

/e“"sina:dx:[

F(z) =sinz g(z) =¢€"
f(z) =cosz G(z) =e"

F(z) =cosz glz)=e
f(z) = —sinz G(z) =¢€"
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= I =¢€"sinx — (emcosx—/em(—sinx)dx> =
:ezsinm—emcosa:—/ezsinmda:zex(sinx—cosx)—l

2] = €"(sinx — cosx) + C
= o zeR
I =e"(sinz —cosz)/2+ C

Pfiklad (formule poniZeni)

In::/(dix neNU{0}

1+ a2)n
Iy=z+c¢

I, = arctgx +c¢ rzeR
I _/ dx _/ 1+ 22 — 22 _
n+l = (1+I2)n+1 - (1+x2)n+1 -

_/dix_z/Ziw o
) Gta2)r 2) Qa2 t T

2
Pay=a | Y97 T

-1
flz) =1 Glz) = n(l + 22)"

— I +#_i/d7x_
" o422 2n ) (14 a2)n

_ x +2n—11
- 2n(1 +a2)n 2n "

Integrace racionalnich funkci

Méjme raciondlni funkci R(z) = P(z)/Q(x), kde P, Q jsou polynomy.
4
Priklad: / vl oo
23 + 522 +6x — 7

Postup pri integraci racionalnich funkeci:
(i) Je t¥eba, aby deg P < deg Q.
P(2)/Q(z) = Pi(z) + Po(2)/Q(z)  deg P < deg@
Toho dosdhneme délenim polynomti.

10
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Také jste uz zapomnéli, jak se déli mnohocleny? Méjme
(2° + 2*) : (22° + %)

Z Q vezmeme nejvyssi mocninu g = 223, z P taktéz: p = 2°. Pak provedeme

T
T:P/CIZQTJ;J,
P:=P—rQ

a to opakujeme, dokud deg P > deg . K vyslednému R (sou¢tu pies vSechna r) pak pficteme
zbytek po déleni P/Q.
Ukazme si cely postup na rozvleklém ptikladu:

P =2 +2*
Q =223 + 2* R=0
.’135 2 2

Pi=a2®+a* —22/2. (223 +2%) = 2% + 2* — 2% — 2?2 = 2*/2

4
2
T:sz/s =x/4 R=22/2+1/4

P:=a2"/2 —x/4- 223 +2?) =a/2 —2?/2 — 2% /4 = —23 /4

r= =1/8 R=2?/2+xz/4—1/8

Pi=—a®/4+1/8- (22" + 2%) = —2® /4 + 2° /4 + 27 /8 = 2?8

z2/8

.2

(ii) Rozklad @ na kofenové ¢initele a irreducibilni kvadratické ¢leny.
Zakladni véta algebry: Kazdy komplexni polynom stupné n ma pravé n korent (k-nésobné
kofeny pocitame k-krat — ale v C). Pro redlny polynom véta neplati (napt. 2241 nem4 kofeny).
Pozn.: Polynomy stupné dva jsou nejvyssi irreducibilni, nebot z € C je kofenem P s realnymi
koeficienty = 7 je kofen ({cviceni)). Tedy pro z = a+ i plati (z—2)(z—2) = 22— (2 +2)v+2Z
(z+Zz12Z €R).

Qz) = a(z — .Z‘l)kl e (w— Ig)kl (x+arx+ £1)% - (2% + anz + Bn)*"

(iii) Rozklad racionalni funkce na parcidlni zlomky.

P(x) A B Cx+D \’
_ . - d.
Q) w—m  (@—m)? +(I2+a$+ﬁ> (apod)
A, B,C,D,... jsou neurcité koeficienty, které je tfeba spocitat (napf. pomoci tzv. cover-up

rule nebo fyzikalni metody — probira se na cviceni).
Porovnavame koeficienty dvou polynom1.

11
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(iv) Integrace parcidlnich zlomki.
Na (—o0,x1) nebo na (x1,+00).

-1 1
1 — 4+ C k>2
(@ = 21) log|z — z1] + C k=1
Cx+ D
kEN:/Lkdm irreducibilni = 3 > a?/4
(22 4+ az + B)
7/2x+a—o¢+2D/C 7/ 2z 4+« _de +(D_a0>/ dx
(22 4+ az + 9) x2—|—ax—|—ﬂ 2 (:c2+aas—|—ﬂ)k

I

(Konstanty jsou na vés.)

-1 5 —k+1
Ilz{k—l(x tar+ B4 C prok 22 ) e R)
log(22 4+ ax + 38) + C k=1

I, : taprava na dvojmoc dvojélenu: 22 + az + 8 = (z + o/2)* + (B—a?/4)

12:/ (a:+a/2>2ix<ﬁa2/4>k:<ﬂ;2/4>’“'/ <( dx>2+1>’“

Zvolim substituci:
x4+ a/2

8—a?/4

dt ,
m umime

t =

Integrace trigonometrickych funkci

Polynom: P(z Za]xj zeR,neNa; €R,a, #0

Polynom dvou proménnych: P(x,y) = Z aijz'y’, a;; €R
4,j=0

Piiklad: 23 + 2y — 3zy? + 142 — 1592 — 7

Racionélni funkce dvou proménnych: R(x,y) = P(z,y)/Q(z,y)

Zajima nas integrace funkei tvaru R(sinx, cosx). Napf.:

sin’ z cos x — 4sin® x

sin*z — 4sin® rcosz — cosz + 1

Pouzijeme substituci:
(i) t =sinz, je-li R “lich4 v cosinech”, tj. R(z,—y) = —R(z,y).
(ii) t =cosz, je-li R “lichéd v sinech”, tj. R(—z,y) = —R(z,y).
(iii) t =tgx, je-li R “sudéd v obou”, tj. R(—x,—y) = R(z,y).
(iv) t =tg(x/2) (d4 se pouzit kdykoliv, ale vzdy vede na racionélni funkci).

12
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Urcity integral
Urcity integral fesi tzv. “problém plochy” (“area problem”), kdy nis zajima plocha pod grafem
dané funkce v urcitych mezich. Tento problém fes$ili jiz staii fekové, Eudoxos publikoval tzv. metodu

vyéerpdvdni (ezhaust method), kdy se plocha po¢itd pomoci obdélnikt a lichob&Znikt. To je i podstata
Riemannova integralu.

Riemanniv integral

Definice:
Kone¢nou posloupnost bodt z¢ < x1 < --- < 2, nazveme délenim intervalu [a,b], kde —co <
a < b < oo, jestlize a = xg < x1 < --- < @, = b. Znatime D = {x;}"_,. Rekneme, 7e déleni D’

zjemniuje D, jestlize kazdy bod déleni D je také bodem déleni D’.
To je zajimavé, nebot ndhle méame mezi délenimi urcité usporadani. Ale pozor, navzdjem muZeme porovnévat
pouze néktera déleni! Neplati tedy dichotomie.

Necht f je omezend funkce na [a,b] a D = {x;}}]_, je déleni [a, b]. Polozme

s(f,D) = _nf{f(z):x € [zj_1,2,]} - (& — x;_1)

j=1

S(f,D) = Zsup{f(x) rx € (o1, g} (25 — @j-1)

Cisla s(f, D), S(f, D) nazgvame dolnim a hornim souétem funkce f pies [a,b] vzhledem k D.
Meéjme:

b
(R)/ flz)de & Slfl)pS(ﬁD)

b
w [ flayde it s(r,0)

Tyto ¢isla nazveme dolnim a hornim Riemannovym integralem funkce f pfes interval [a, b].
Pro ilustraci viz (diagram AII-1).

Priklad:

1 2€Q

Dirichletova funkce D(z) = { 0 2¢Q

Potom: )
(R)/ D(x)dx =0  V[z;_1,2,], kde inf D(z) =0
0

1
(R)/ D(z)dz =1
0

Definice:

Rekneme, Zze omezena funkce f mé Riemanniv integral pies interval [a, b], jestlize

b b
® / f(z) do = () / f(z) da

(Tedy D neméa Riemanniv integral.)

13
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Priklad:

0 zeR\Q
/¢ z=p/e,peZ,qgeN

1
Pak (R)/ R(zx) dz = 0 ({cviceni)).
0

Riemannova funkce R(z) = {

LEMMA:
f bud omezena na [a,b], D, D" déleni [a,b], D" zjemniuje D. Potom:

(i) s(f,D) < s(f, D) < S5(f,D") < S(f, D)
(ii) D;, D2 necht jsou libovolnd déleni [a,b], pak s(f, D1) < S(f, D2).

DUKAZ:

(i) Stadi pro pfipady
D= {.’1,‘0,1‘1, ey L1, Ty e e ,xn} (n +1 bOdﬁ)

D ={zo,z1,...,2j-1,%,%;,...,Zn} (n+2 bodt)
Pak (podle obrdzku (diagram AII-2)):

(1) inf{f(z): 2 € [xj_1,z;]} <inf{f(x):z € [x;_1,2]}
(2) inf{f(z) 2 € [zj_1,z;]} <inf{f(z):z € [z,2;]}
Vezméme (1) - (z —xj-1) + (2) - (z; — 2), a mame:

inf{f(z): z € [xj_1,7;]} - (x; —xj—1) < soucet

= s(f,D) < s(f, D)

(analogicky S(f, D) > S(f, D')).
Zbyvajici nerovnost je zfejma (inf < sup).

(ii) D;, Dy déno, vezmeme D jako spole¢né zjemnéni Dy i Dy. Potom:
(1) triv. (i)
s(f,D1) < s(f, D) < S(f,D) < S(f, D)

:>S(faD1) SS(vaQ)

Q.E.D.

Dtsledek:

f bud omezena na [a,b], m = infy, ) f, M = Supy, 4 f, potom:

b b
mw—a)ggo/(ﬂ@dxgun/tﬂ@dxgﬂﬂb—w

Definice:

Necht D je déleni intervalu [a, b]. Normou déleni D nazyvdme ¢islo

def
IPI'=" max (2 — ;1)

14
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VETA 1 (o tvaru horniho a dolniho Riemannova integralu):

Necht f je omezena funkce na [a, b] a necht {D,,}7% je nekone¢na posloupnost déleni [a, b]. Navic
necht lim,,_, || Dy|| = 0. Potom:

b
(R{/ f@ﬁiv:s%pdelJ

b
@ [ f(a)do = int S(f,D,)

DUKAZ:

Zvolime déleni D a € > 0. Staci dokdzat, ze Ing € N takové, ze s(f, Dp,) > s(f, D) —e. Pak
totiz pro Ve > 0 dng € N takové, ze

sups(f,D') > sups(f,Dy) > s(f, D) —¢
D’ n

Méme pevné zvolené D a e. Necht

K= sup |f(z)|

z€la,b]
Zvolime ng tak, aby
Dol < 7
o K- -#D
kde #D je pocet intervali v D. Polozim
P=D,,UD

P tedy zjemnuje D, proto
s(f, D) < s(f,P)

Nazvéme I; intervaly takové, které neobsahuji body D, a I intervaly takové, které obsahuji
alespon jeden bod z D.

S(F.P) = 3 (inf £)- 111+ 3 (inf £) - |1

I,eP I,eP

S S(f7D7zo) +K' HDnOH #D
< 8(f, Do) + €
Q.E.D.

Priklad:

2
(R)/ 22 dx
0

Volime D,, = {j/n ?lo (tedy nejdiive délim na poloviny, pak na ¢tvrtiny atd.). Pak
[Dnll =1/n—0

tedy dle V.1-:

b 2n j—l 21 1 2n
(R)/a f(m)dx:supZ(n> E:sngZ(j—l)g

a noj=1

15
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<cvi£eni> (2n —1)2n(4n — 1) —8/3

o S%p 6n3
N b p __f2” j 21_,f(2n—1)2n(4n—|—1)_83
()af(x)w—lrnl; =)~ =in — =8/
Jj=

VETA 2 (kritérium existence Riemannova integralu):

Necht f je omezend na [a,b], kde —co < a < b < co. Potom f € R([a,b]) pravé, kdyz k Ve > 0
3D déleni [a, b] takové, ze S(f, D) — s(f, D) < e. (Tedy pro jakoukoliv celkovou chybu e mitizeme
najit natolik jemné déleni, Ze jeho celkova chyba je mensi.)

DUKAZ:
‘s

b b b
feR([a,b])=>3<R>/ f(x)dx=><R>/ f=(R)/ f

Zvolme posloupnost déleni {D,,} takovou, aby || D, || — 0. Potom

b
lim s(f,0,) = lim S(7,D,) = A=) [ f(a)ds

n—oo
Staci zvolit € > 0, potom Jng tak, aby zaroven platilo:

S(f, Dng) — A < /2
A= s(f Dy,) <e/2

Tedy
S(f,Dpn,) —8(f,Dn,) <e/2+¢/2=¢

“@”
Zvolme ¢ > 0. Pak 3 D déleni takové, ze

S(f,D)—s(f, D) <e

Potom také plati

b b
0<® / f(z) do — ®) / f(z)dx < S(f,D) — s(f.D) < ¢

Q.E.D.
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Definice:
Necht I je nezdegenerovany interval, f:I — R. Rekneme, Ze f je na I stejnomérné spojita,
jestlize
Ve>036>0, Ve,yel:jx—y|<d=|f(z)— fly) <e (1)

Pozn.: f je spojita na I, pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € I:

Veel,e>03>0,Vyel:|lz—y|<d=|f(z)—fy)<e (2)

| Méjme dvé tvrzeni: “3 hiil na V psa” (1) a “na V psa 3 hil” (2). Pak trividlné plati (1) = (2).

V druhém piipadé (spojitosti) tedy volim (e, d)-krabicku podle pevného z. OvSem v pfipadé
stejnomérné spojitosti mam pevné zvolené e, udélam si (g, §)-krabicku, se kterou projedu vSechna x
a vSude musi sedét.

Pozn.: Kazda stejnomérné spojitd funkce na I je automaticky spojita.

Priklad:
f(z) = 1/x na (0,1). Pak f je spojitd, ale neni stejnomérné spojita (spojitd ano). Chci tedy

dokazat, ze
Je>0, V6 >03z,yc (0,1): |z —y| <d,ale |l/xz—1/y| > ¢

Zvolim e =1, x, = 1/n, y, = 1/(n + 1). Pak |f(z,) — f(yn)| =1 > €. Ale to je spor, nebot
V8 >03n: |z, —yn| <0
Q.E.D.

VETA 3 (vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti):

Necht f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b], kde —oc0 < a < b < co. Pak f je na [a,D]
stejnomérné spojitéa.

DUKAZ:

Pro spor necht f neni na [a, b] stejnomérné spojita, tedy
Je>0, Vo >03z,y:|z—y|<d,ale|f(zx)— fy)|>¢
Zvolme ¢ = 1/n, pak 3 posloupnosti {z,},{y.} v [a,b] takové, Ze
20 —ynl <1/nA[f(zn) = flyn)| 2 €

Podle Bolzano—Weistrass 1ze z posloupnosti {x,, } vybrat konvergentni podposloupnost {x,, }.
Je na Case vyuzit toho, ze pracujeme nad uzavienym intervalem:

dz € a,b]: lim x,, =z
k—oo )
Dle VOLU kdyz a < z,, <b, tak a <limz,, <b, tedy na otevfeném intervalu bychom limitu

mohli mit mimo néj.

| Tady je citit ta pravd matematika, ne jen nudny kalkulus. . .;-)

Dale plati:
|ymc - .’L‘| < |ymc - xnk| + |xnk - JI| < 1/”’6 +0(1) —0
= lim y,, ==
k—oo
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Vime: f je spojita na [a,b], tedy je f spojitd v x. Tedy k naSemu /2 existuje § tak, ze
Ve € (x —d6,x+9)N[a,b]:|f(x) — f(2)] <e/2
Protoze kli_)rgo Tp, = k:li—>n;olo Yn, = &, DUtNE

ko, Vk > ko : Tpy s Yn,, € (x — 6,2+ 6) NJa, b

e < [f(@n) = fyn )| < 1f(@n, — F@)| + [f (@) = flyn, )] <e/2+€/2
1 Spor

VETA 4 (o vztahu spojitosti a riemannovské integrovatelnosti):

Necht f je spojitd na [a,b], pak f € R([a,b]).
DUKAZ:

Vime dle VSAO Ze f je omezend na [a,b]. Déle vime dle V.3-, Ze f je stejnomérné spojita na
[a, 0], tedy

Ve>036>0, Ve,yel:|z—yl<d=|f(x)— fly)| <e

Zvolme £ > 0. Najdeme déleni D intervalu [a, b] takové, aby || D|| < d. Necht D = {z;}7 .

Oznad
Mj:= sup |f(x)]
z€[wj—1,7;]
myi= _inf  |f(@)

z€[zj—1,7;]

Ze stejnomérné spojitosti (z; — x;_1 < J) plyne, ze
Mj <mj+e¢

n n

S(f7D>_S(f>D> :ZMj(xj _$j71>_zmj<$j —.’lﬁjfl) =

j=1 j=1

=Y (M —my)(; —xj1) <ey (v;—w;1) =c(b—a)
j=1 j=1
Tedy jsme dokazali, ze
Ve 3D :S(f,D)—s(f,D) <e(b—a)

a dle V.2- (kritérium r. int.) plati f € R([a, b]).
Q.E.D.

VETA 5 (vztah monotonie a riemannovské integrovatelnosti):
Necht f je omezend a mnoténni na [a,b]. Potom f € R([a,b]).
DUKAZ:
Bez jmy na obecnosti necht f je neklesajici. Zvolme ¢ > 0 a “ekvidistantni{” déleni

b— n
D:{a—i— aj}
n §j=0

———

Tj

18
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SUD) =Y swp () —a50) fojb‘“

j=1 €z -1,2;]

(f7 ) = Zf(xjfl)b_a
j=1
Tedy musi nutné platit
S, D) = 5(£.D) = =4 S (f(ay) — flayy)) = LD S @)= 0)

n n

j=1
Tedy k zadanému € > 0 staci volit n dost velké, aby

(f(b) = f(a)(b —a)

3

n >

Potom v8ak S(f,D) — s(f,D) <e a f € R([a,b]) dle V.2-.
Q.E.D.

VETA 6 (vlastnosti Riemannova integralu):

(i) linearita: Méjme f,g € R([a,b]), —c0 < a < b < oo a néjaky skaldr « € R. Potom
(f +9) € R([a,b]), af € R([a,b]),

®) / (f() + (@) da = ) / ' fa)de + @) / (o) d
/a ot / f

(ii) monotonie: M&me f, g € R([a,b]), f(z) < g(x) pro Vz € [a,b]. Potom

b b
® / f(x)dz < () / o) da

(iii) aditivita vzhledem k intervalium: Nechf a < b < ¢ € R. Potom
f € R(la, d]) <= [ € R([a,b]) A f € R([b, c])

a navic dokonce plati
c b c
W [ f@de =@ [ fa) @ [ fa)ds

DUKAZ:
..je protivny. Q.FE.D.
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Umluva
/a f(z)dx =0

/baf(:v)dx:—/abf(x)dx

VETA 7 (Riemanniiv integral jakoZto funkce horni meze):

~evs

Necht I € R je neprazdny interval libovolného typu. Necht déle f € R([o, 8]) pro vSechna o, 8 € 1.
Necht ¢ € I je libovolny pevné stanoveny bod. PoloZme

F(x) ::(R)/mf(t)dt rxel

Potom plati:

(i) F je spojita na I.
(ii) Je-li g € I bodem spojitosti f, pak F'(xo) = f(xo)-

DUKAZ:

(i) Necht yo € I neni pravy krajni bod I. Chci dokazat, ze

lim (F(y) = F(yo)) =0

Y—Yo,

(analogicky pak pro spojitost zleva).
Vime:

Yy Yo _(iii Yy
F(y) - F(yo) = () / fwda—® [ faya "= @) / f(t)dt

c

36>0: f € R(ly,yo + 9))
Tedy f je na [yo, yo + d] omezend, a tedy existuji m, M € R takovd, ze

m =inf{f(t): t € [yo,yo + I]}
M =sup{f(t): t € [yo,y0 + 6]}

Tudiz dle V.6-(ii):

Y
Yy € [yo,yo + 6] : m(y —yo) < (R)/ ft)dt < M(y —yo)

Yo

—0 —0

im (F() - F) = im0 | " ftyde =0

Y—Yo Y—Yo Yo
(ii) Necht z¢ € I je bod spojitosti funkce f. Chceme:
F'(z0) = f (o)

F'(z0) — f(z0) =0
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Zaroven vime, ze

.. F(xo—h)— F(zo) ”°+h
(o) = fim h = hmy L
Tedy nutné plati
$0+h | JZ()-‘rh
F(a0) ~ f(ro) = Jim + / F(t)dt — (o) £ lim / — Flwo)) dt

Vime, Ze f je spojitd v xg. Zvolme & > 0, pak tedy 36 > 0 takova, ze |f(t) — f(xo)| < &
pro V|t — zo| < 4.
Takze pro h < § mame f(t) — f(xo) < € pro Vt € [xg, xo + h]. Tudiz pro Ve > 0:

1 zo+h zo+h

F'lag) — f(zo) = lim ~ (F(t) — Flao)) dt < g%aﬁ/ dt = e

h=0h [, o
a tedy
F'(x0) — f(x0) =0
Q.E.D.
Poznamky:

(i) Funkce f ve vét& 7 nemusi byt na I spojitd, ani riemannovsky integrovatelnd, dokonce
ani omezend. Musi platit pouze f € R([a, 5]) pro Va, § € I (véetné 5 < a).

Rozdil mezi riemannovskou integrovatelnosti na I a na libovolném jeho podintervalu mtizeme dobie vidét napt.

nal=(0,1)af=1/z.

(ii) Bez pfedpokladu spojitosti f v xg tvrzeni V.7-(ii) neplati.
Priklad:
Vezméme f =signz, I =[—1,1], ¢ = 0. Potom

x
F(x) :/ signtdt = |z| na [-1,1]
0
F'(c) neexistuje, tzn. f neni spojitd v nule.

Dusledky:

(i) Necht f je spojita na (a,b) € R. Potom f mé na (a,b) primitivni funkci. (V5.2-)
DUKAZ:

f je spojitd na (a,b), tedy je f spojitd v xg pro Vzy € (a,b), tedy dle V.7-(ii)
F'(xo) = f(x0), kde F je funkce z V.7-, tedy

x) = /T f(t)dt ¢ € (a,b) (libovolné)

Tudiz F je primitivni k f na (a,b).
Q.E.D.
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(ii) Je-li f spojita na [a,b], potom

b
(R)/ f(z)de = lim F(z)— lim F(z)

r—b_ T—a4

kde F' je libovolnd primitivni funkce k f na (a,b).
DUKAZ:
f je spojité na [a, b], tedy dle (i) mé primitivni funkci G na (a,b). Necht ¢ € (a,b) a

Flz) = / “rwd veelad)

Potom dle (i) je F primitivni funkce k f na (a,b), a tedy dle V5.1-existuje d € R
takové, Ze
G(z)=F(x)+d  Vze(a,b)

G(z) = G(c) + /x f(t)dt

Nebot G je spojita na [a, b], plati rovnost

r—b_ T—aq

/cbf(t)dtJr/acf(t)dt V-6 /abf(t)dt

lim G(z) — lim G(z) = G(c) + / b F(t)dt — <G(c)+ / T dt) _

Q.E.D
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Newtonuv integral

Rekneme, Ze funkce f méa na intervalu (a,b) € R Newtoniv integral, jestliZe existuje primitivni
funkce F' k funkci f na (a,b) a existuji lim,_,, F(x) a lim,_;_ F(x). Potom hodnotou Newtonova
integralu z f pfes (a,b) nazyvame ¢islo

(N)/ f(z)dx := lim F(x)— lim F(z)

T—b_ T—a4
MnoZinu funkci, které maji Newtontv integral pfes (a,b) znac¢ime N (a,b).

Poznamky:

(i) Je-li f spojita na [a,b], potom

b b
(N)/ f(z)de = (R)/ f(z)dx
(dutsledek (ii) V6.7-).
(i) f(xz) =1/v/z na (0,1):

1
(N)/ flx)de = hI{l 2z — 1i%1 2V/r=2-0=2
O r—1_ aj*)+

Pfitom 1/+/2 neni na (0,1) omezena, tedy nepatii do R([0,1]). Tedy
1/v/x € N(0,1) \ R([0,1])

(iif) f(z) = signx na [—1,1] € R([-1,1]), ale nem& na (—1,1) primitivni funkci (neni tam dar-
bouxovskd), tedy pro zménu

signz € R([~1,1]) \ N(~1,1)

(iv) Existuji omezené funkce f € N(a,b) \ R([a,b]), ale je obtizné je zkonstruovat.

VETA 8 (per partes pro uréity integral):

Necht f,g, f',¢" jsou spojité na [a,b]. Potom

b b
/f@ﬂmm=mmmm3—/fumwm

kde
h(@))7= %€ lim A(z) — lim h(z)

r—b_ T—ay

DUKAZ:

...nas nezajima. Q.E.D.

VETA 9 (substituce pro uréity integral):

(i) Necht f je spojitd na [a,b] a necht mam
¢ [, 8] = [a, 0]
Necht ¢ ma na (o, 8) spojitou derivaci. Pak

b »(b)
| o= [ fads
a w(a)
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(ii) Necht f je spojitd na [a,b] a necht mam
¢ : o, 8] — [a, 0]

necht ¢([a, 8]) = [a,b] a necht ¢ mé na (a,b) spojitou nenulovou derivaci. Pak

b e 1(b)
/ f(x) dz = / Fo(®)!(t) da
a o=1(a)

DUKAZ:
...nechceme. Q.FE.D.

Priklad:

/ V2 —z2dx

r =rsint

dxr = rcost

/2 w/2 /2 1 2%
:7'/ \/TZCosztcostdt:r2/ cos2tdt:r2/ &dt:w/lrz
—7/2

—m/2 —7/2 2
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Aplikace urcitého integralu
Délka kiivky

Definice:

Necht f je definovand a riemannovsky integrovatelna na [a,b] a D je déleni [a, b]. Potom lze
spocitat délku kiivky vzhledem k déleni D

L(£.D) Y @y —wy0) + 1flay) — F )

Délku kfivky samotnou pak definujeme jako

def

L(f) = Sgp{L(f, D)}

VETA 10 (o délce k¥ivky):
Necht f mé na (a,b) spojitou derivaci. Pak délka kiivky funkce f je

b
L(f) :/ VIt Fa) da

Objem a obsah plasté rotaéniho télesa

Definice:

Necht f je na [a,b] nezdpornd funkce. Potom definujeme rotacéni téleso jako

7 &f {|x,y7z| ER?:\/y2 +22< f(x)}
VETA 11 (o objemu a obsahu plasté rotaéniho télesa):

V:ﬂ/bf(x)de

S:27r/ f@)/1+ f/(x)? dx

Konvergence rad

VETA 12 (integralni kritérium konvergence fad):

Necht f je spojitd, nezdporna a nerostouci na intervalu [ng, co] pro néjaké ng € N. Mé&jme
déle posloupnost {a, = f(n)}52,. Potom

(oo}
Z a, konverguje <— (N)/ f(z)dx < 00
no

Dukaz: Nechceme. Q.E.D.
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Priklad:
Vysetfete konvergenci fady Z ———, kde a € R.
— nlog®n
/°° dx
5 xlog®zx
y =logx
dy = dz/x
rT: 2 ...00
y:log2 ... 00

Pro a # 1 plati:

/oo d7y _ |:y1a :| o _ hmy_)m yl—a _ log 9l-a
log 2 ya -« log 2 l1—«

To je mensi nez nekoneéno (konverguje), pravé kdyz o > 1.
Pro a =1 plati:

< dy o0 :
/1 2y7a:[logy]logQ:ygnolologyilog2zoo
og

Tedy plati:

oo

Z ———— konverguje <= a >1
nlog®n

n=2
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Posloupnosti a rady funkci

Konvergence posloupnosti funkci

Definice:

Necht M C R, n € N a f,, je posloupnost funkci definovanych na M. Rekneme, Ze posloupnost
fn konverguje bodové k f na M a znacime

fn— fnaM
jestlize
Ve e M: lim f,(z) = f(x)
neboli

Vee M, Ve>03ng €N, Vn>ng: |folz) — flx) <e

Rekneme, 7e posloupnost f,, konverguje stejnomérné k f na M a znadime
fn =3 fna M

jestlize
Ve>03ng €N, VYn>ng, Ve € M : |fu(x) — f(z)| <e

Rekneme, ze posloupnost f,, konverguje lokalné stejnomérné k f na M a znac¢ime

loc
fn= naM
jestlize
Vee M 30>0:f, = fna MNU(x,I)
Priklady:

(i) fo(z):=2",2€[0,1,neN
Potom f,, konverguje na [0, 1] bodové, ale ne stejnomérné, k funkci

@ ={0 r<0)

loc
Plati v8ak, Ze f, = f na [0,1).

(i) gn(z) :=sin(nz)/2", x € (0,1, n € N
Potom g,, konverguje na [0,1] stejnomérné k identicky nulové funkei, neboli f,, = 0 na R,
nebot

[fn(2) = 0] <1/2" =0
(nezévisle na x).
(iii) fo(z) := T n2g2’ x € (0,00), n €N
loc
Potom f, — 0 a f, = 0 na (0,00). Pfitom vSak f,, % 0, nebot f,(1/n) =1/2 pron € N.
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Poznamky:

(i) Srovnéni typl konvergence:

(ii) Posloupnost funkei {f,}22; konverguje lokdlné stejnomérné na otevieném intervalu (a,b),
pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdém jeho uzavieném podintervalu:

loc
fn = fma(a,b) = fn=foala,f] Ve, f]C(ab)
(netrividlni, je tfeba si rozmyslet).

(iii) Bodové konvergence nemusi zachovat omezenost ani integrovatelnost. Vezméme napiiklad
tzv. funkéni fezy:

_J1/z ze[l/n,1)
fn(2) = {n xz € (0,1/n]

To je posloupnost omezenych a integrovatelnych funkei na (0,1), jenz konverguje bodové k
funkci 1/z, ktera neni na (0,1) omezend ani integrovatelna:

1
d
(N) @ _ lim logz — lim logz =0+ 00 =00
0o X r—1_ z—04

VETA 1 (kritérium stejnomérné konvergence):

Necht M C R je neprazdnd mnozina, n € N a necht f,, je posloupnost funkci definovanych na M.
Pak plati

fo = fna M <= lim sup |fu(z)— f(z) =0

n—=0 zeM

DUKAZ:

fn = f na M, praveé kdyz

Ve >03dng €N, Vn>ng, Ve e M:|f,(z) — f(z)| <e

Pokud toto plati pro kazdé x, musi to platit i pro supremum pfes x, jen se musi zménit
nerovnost na neostrou (supremum nemusi byt prvkem mnoziny):

Ve >03ng €N, VYn > ng: sup {|fu(z) — f(z)]} < e
rxeM

Tim vsak zaroven fikame, Ze limita tohoto suprema je nulova.
Q.E.D.
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Priklady:
Predchozi priklady z pohledu V.1-:

@) sup lo" — f(2)| =1

z€[0,1]
. n
@) s o] 217
(iii) sup w - 0’ <supl/2" —0
zer| 2" z€R
Otazka

Mgjme f, =2 f na (a,b), xo € (a,b). Plati, Ze

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)
T—xg N— 00 n—oo T—To

Pro bodovou konvergenci vsak neplati

lim lim 2" =1%# lim lim 2" =0

n—ooxr—1_ r—1_ n—oo

Ale co pro stejnomérnou?

VETA 2 (Moore-Osgood):

Méjme neprézdnou mnozinu M C R, 2o € R* an € N. Necht f,, je fada funkci definovanych na
M a necht plati nasledujici dva predpoklady:

(i) fo=fnaM
(ii) Pro Vn € N existuje lim f,(z) :=a, € R.

T—To 4

Potom existuji vlastni limity
lim a, = lim f(z)

n— o0 T—T0o 4

DUKAZ:
Zvol € > 0, pak

dng €N, Vn>ng, Ve € M : |fo(x) — f(x)] <e

Ym,n > ng, Yo € M : |fn(z) — fim(x)] < 2e

(trojuhelnikova nerovnost pozpatku).

Tudiz posloupnost {a,}5 ; spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku, tedy

daeR: lim a, =a

n—oo

A
If(z) —a|l < [f(z) = fu(@)|+ | fo(®) — an] + |an — a Vn,x
——
A B C
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Zvol n > ng, pak A < e. n lze zvolit tak velké, aby i C' < e. Déle k tomuto n zvolime § > 0
takovou, aby
Vo € PH(xg,0): B<e

Pak vsak také

Ve > 030 >0, Vo € Pt (x0,0) : |[f(x) — a|] < 3¢]

lim f(z)=a
T—xg
Q.E.D.
Ddusledek:
Necht f,, = f na I, kde f,, je na I spojita. Potom f je na I také spojita.
DUKAZ:

Me¢jme xg € I, které neni jeho pravy krajni bod.

?

lim * f(z) = f(zo0)

T—To 4

lim f(z)= lim lim f,(z) V2 lim  lim fn(x)

T—To 4 T—T04 N—00 N—00 T—T0 4

Nebot je vSak f v xg spojitd, tato limita se rovné

lim f(w0) =7 flao)

Q.E.D.

Poznamka:

Z (ii) implicitné vyplyva, ze M obsahuje néjaké okoli bodu zy. Plati také analogicka verze
této véty pro jednostranné limity v bodé xg.

LEMMA:

Posloupnost funkei {f,}22; je na neprazdné mnoziné M C R stejnomérné konvergentni, pravé
kdyzZ je tam stejnomérné cauchyovska:

Ve >03dng €N, Vm,n e N>ng, Vo € M : |fo(z) — f(x)] <€

VETA 3 (o zAméné limity a derivace):
Necht funkce z f,, maji vlastni derivace na (a,b) C R, a necht plati ndsledujici dva pfedpoklady:
() 30 € (0,5) : {fulz0) 32, konverguje
@) f loif g na (a,b) (kde g je néjaka libovolna funkce)
Potom existuje na (a,b) funkce f, kterd m4 vlastni derivaci f/, f, lo:(i: falfl lo:(; 1.
DUKAZ:
Zvolime pfedsedu vlady a e > 0. Déle zvolime [c, d] C (a, b) takové, aby xg € [c, d], a ozna¢ime
71 glevd).
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Pak k predsedovi vlady a e jisté:
Ino, Vm,n >ng Va € [e,d] : |fu(zo) = fm(@0)] < e A[f5(2) = fr.(2)] <p.v.
Potom pro z € [c, d] mame:
A
[fo(@) = fin(@)] < [(fn(@) = fr(@)) — (fn(@0) — frn(0))] + | fn(20) — fin(z0)]
Pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro (fo — fin) a zjistime, Ze pfedchozi se rovna
|fn(&) = fm(©)] - [z — 2ol + [fu(@0) — fm(zo)l & € (z,20) V (20, 7)
el —xgl+e<eld—c+1| = Ke K>0
Tudiz je posloupnost {f,} stejnomérné cauchyovska:
Ve >0 3ng, Va:|fulz) — fm(z)] <e
tedy f, = f nalc,d] a f, 10:({: f na (a,b).
Vime, ze f/, 10:? ga fn 10:? f. Zbyvé dokézat, ze f' = g. Pro x € [¢,d] mame
fl@+h) - fz) fa(@+h) — fn(z)

/ — 1i =1 i -
fi(x) = lim h = Jim L, h -
2t i PO ZID  y pr) — g)
Q.E.D.
Poznamka:

Bez ptedpokladu (i) véta neplati, jak je vidét na prikladu posloupnosti konstantnich funkei,
ktera neni bodové konvergentni, kupiikladu

fulz) = (—1)" neN, z€R

Derivace vSech funkci f, jsou pak nulové, a tedy trividlné stejnomérné konverguji. Tento
problém zachrani predpoklad (i), tedy jakési konvergence v “zachytném bodé”.

VETA 4 (stejnomérna limita a newtonovsky derivovatelné funkce):

Méjme f,, € N(a,b), f, = f na (a,b). Potom také f € N(a,b) a plati, ze

b b
tim %) [ fule)do = 0 [ fa)da

n—oo

DUKAZ:

fn € N(a,b), tedy existuje primitivni funkce F,, F) = f, na (a,b). Zvolime ¢ € (a,b) a dale
volime primitivni funkce tak, aby F,(¢) = 0 pro Vn € N. Potom plati:

(1) {Fn(c)}p2, je nulova posloupnost, tedy je jisté konvergentni.
(i) F,=f

loc
Tudiz existuje F na (a,b) takova, ze F,, = F, F' = f. Déle

b
(N)/ f(@)de = lim lim F,(z)— lim lim F,(z)=

r—b_ n—0o0 r—a4 n—o0

b
V2 Mn(hml%@%—MHFMﬂ):hm(M/mh@ﬁm

n—oo \ x—b_ T—ay n— 00

Q.E.D.
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VETA 5 (Dini):

Necht {f,}52; je monoténni posloupnost spojitych funkci na uzavieném intervalu [a,b], kterd
bodové konverguje ke spojité funkci. Potom f,, = f[a, b].
Dukaz: Nedélame. Q.E.D.

VETA 6 (Weistrass):

Necht f je spojitd funkce na uzavieném intervalu [a,b]. Potom existuje posloupnost polynomu
{P,} takova, ze P, = f.

Dukaz: Nechceme. Q.E.D.

Pozn.: Predpoklad uzavienosti intervalu potfebujeme, napi. e” nelze na R aproximovat poly-
nomy.
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Konvergence rad funkci

Definice:

Rekneme, ze fada funkci > 7 | f,(x) definovanych na ) # M C R, konverguje bodové (ste-
jnomérné, lokilné stejnomérné), jestlize posloupnost funkci

{ka(x)}

konverguje pfislusnym zptisobem.
loc
Znacime Y fro =, > fn =D fn =
loc
Mame-li limitni funkci f, znac¢ime > f, = £, > fn = f, D fn = f.

VETA 7 (Weistrassovo kritérium):

Necht f,, jsou definovdny na () # M C R, necht

Sp, := sup | fn(2)] neN

reEm

isn<oo:>§:fn(x):; na M
n=1 n=1

DUKAZ:

Zvolime ¢ > 0, pak

dng € N : isn<5

n=nogo

Necht m,n > ng, kde m,n € N; bez Gjmy na obecnosti necht m < n. Tedy

n m n A n e’} [e’e}
Yo f@ =Y fe@|=| Y ful@)| < D @< Y fel@)] < Y se<e
k=1 k=1 k=m+1 k=m-+1 k=ng k=ng

Tudiz posloupnost {Y__, fx} je stejnomérné cauchyovskd na M, a tedy > f,, =% na M.
Q.E.D.

VETA 8 (o zAméné sumy a derivace):

Necht f,, n € N jsou definovany a maji vlastni derivace f], na intervalu (a,b) C R. Necht plati:

i > 1 2 na (a,b)

n=1
(ii) Jzo € (a,d) takovy, ze Z frn(x0) < 0o (konverguje)
n=1

loc
Potom 3" f, = na (a,b) a navic (3 f,) =3 f/ na (a,b).
Dutikaz: Pfimy dutsledek V.3- a definice konvergence fady. @Q.E.D.
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VETA 9 (0 zAméné sumy a integralu):

Necht f,, € N(a,b), n € N, (a,b) C R a necht > f,, = na (a,b). Pak limitni funkce f := > f,

spliiuje f € N(a,b) a
b )
/ flz)dz = Z/ fn(x)dx
a n=1"7a

Dukaz: Piimy dusledek V.4-. Q.E.D.

VETA 10 (Abelovo kritérium):
Necht > f,(x) = na M, necht {g,} je stejnomérné omezena na M:
3K >0, Vn e NVz € M : |go(z)| < K

Necht {g,(z)}>2; je navic pro kazdé pevné x € M monoténni (bud nerostouci nebo neklesajici,
dokonce v kazdém z jinak).
Potom ) fng, = na M.

NAZNAK DUKAZU:
Definujme si pro N € N:

N
sn(z) =) ful@)
n=1

tN(CU) = Z fn(x)

n=N+1

fngn = _tn(gn - gn—i—l) + tnflgn - tngn+1

({cviceni); Abelova parcidlni sumace)

N N
Z fngn = Z —tn(gn — gn+1 +t—19m — INgN 41
n=M n=M
N A N
> Fagn| <D Itnllgn = gnial + [tar-allgar] + lEnllgn 1]
n=M n=M
Zvolme ¢ > 0. K nému 3 Ny tak, aby pro VN > Ny bylo |ty| < €. Navic vime, Ze [gn| < K
pro VN € N.
M,N>N, | X N
- Z fngn < Ze|gn_gn+1|+5K+5K
n=M n=M

gn () je monoténni, tedy (!)

N
S 190(2) = g @)] = lgn1 () — gas (@)
n=M

(Tvrdim, Ze s¢itdm-li jednotlivé rozdily, je to stejné, jako kdybych odedet] nejvyssi od nejnizsiho.
To samoziejmé plati, pouze mam-1i monotonii.)

N
> fugn

n=M

(s = 04)

= <e(lgnt1]l+lgm]) +2eK <e(K+ K)+2eK =4e K — "0

Tedy > je stejnomérné Bolzano-Cauchyovska, tudiz . =.
Q.E.D.
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VETA 11 (Dirichletovo kritérium):

Necht {f,} mé stejnomérné omezené ¢astecné soucty (tj. posloupnost

o
k=1 n=1

je stejnomérné omezend) na ) # M C R. Necht g, = 0 na M. Necht {g, (2)}52, je navic pro kazdé

pevné z € M monoténni (na typu monotonie opét nezalezi).
Potom > frgn = na M.

NAZNAK DUKAZU:
Definujme si pro N € N

N
sn(@) =Y fulw)
n=1
(ale ty neméame).

fngn = Sn(gn - gn-‘rl) — Sp—19n T Sngn+1

({cviceni); Abelova parcidlni sumace)

N
> fugn

N
< Z 18nllgn — gnr1l + sar—1llgn| + sn[|gn+1]
n=M

n=M
N
lsny| < K . §KZ|gn—gn+1|+K5+K5
‘gN| < e n=M
< K(lgm| + lgn+1]) + Ke + Ke < 4Ke
atd.
Q.E.D.
Priklad:
oo x2n+1
Vysettete konvergenci fady Z(—l)" na R a tam, kde konverguje, fady seCtéte.
= 2n+1
& e 2n+1
x
n = -1
T;)f (z) ;( o

Pro ktera x € R konverguje tato fada bodové? x vezmeme pevné, pak pan Cauchy fika:

. n . T n |x|2n+1 .2
Jm Vlan| = lim Ao T =2

Tedy fada konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1. A kdyz « = £1?

r=t1 =Y f@ =2y S

konverguje dle Leibnize.
(oo}

Tudiz Z fn(z) konverguje bodové pro = € [—1,1].

n=0
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Spocitame derivace:

fi(z) = (=12 = (—a?)" z e (—1,1)

S o f@)=> ()" = ﬁ z e (-1,1)
n=0 n=0

loc

Je tato konvergence lokalné stejnomérna? Pak by platilo > f/(z) = na (—1,1), tedy
> fi(x) =2 na [—4,6] pro Vd € (0,1). Necht ¢ € (0,1), pak

sw |fu@)| = sw |(=a?)"| =
z€[—0,4] x€[—6,6]

a jasné »_ s, < 0.
loc

Takze dle Weistrassova kriteria > f; = mna (—1,1). Vezmeme si néjaky zichytny bod, napt.
z=0:Y fu(0)=0. Adle V.8-pak > f, =% na (—1,1) a (3 f») =3 f1.

Oznacime
[ee) x2n+1
fl@):=2 (1" vel-11
) nZ:;)( ) 2n+1 ! ]
Pak pro z € (—1,1):
F@ = (X @) S =3 () =

flz) = /f’(m) dr = arctgx + ¢ (Taylor)

f(0O)=0=0=arctg0+c=1c=0

e 22n+1 loc
Z(—l)”m = arctgzna (—1,1)

n=0

Je tato konvergence stejnomérna na [—1,1] nebo neni? Zvolme

fol@) = (0" 1Y ful@) <1
a dejme Sanci panu Dirichletovi:

I2n+1

T o+

= |gn(z)] <

STl — 0= g, = 0na[-1,1]

gn(T)

Tedy podle Dirichletova kritéria

Nyni se pokusme fadu secist.
Pan Euler (1735) vymyslel hezkou formulku

z=1:7/d=arctgl =1-1/3+1/5—-1/7+1/9—1/11---,

ta je ale velmi pomald, teprve 300 ¢lent d4 alespoii aproximaci 22/7, ke které doSel 2000 let pied
tim Archimédes.
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Existuje ale hezky vzorec:
tgr +tgy

1—-tgztgy
1/2+1/3

1-1/2-1/3

arctg 1 = arctg 1/2 + arctg 1/3

tg(z +y) =

=1

Vyjde nam tedy mnohem rychlejsi formule:

/4= (1/2+1/3) —1/3(1/23 +1/3%) —1/5(1/2° — 1/35) +

Priklad:

Typické vyuziti Dirichletova kritéria:

(i) fo=(-D"
(ii) fn(z) = sin(nx)

VySetrete konvergenci rady Z sin(n ), a € (0,00), x € (0,2m).

n=1
Zvolme f,(z) = sin(nz), pak elementarni trigonometrii a indukci:

Z f sin £ . sin
) _
sin £

2

(n+1)x
2

€[d,2m — 6], 6

1
ka ‘ = sin(6/2)

(stejnomérnd omezenost)
gn(x) =1/n* =0, tedy dle Dirichleta:

i loc
Z sin(nz) = na (0,2m)

nOL

Pozn.: Z Weistrasse lze toto dostat pouze pro a > 1, tedy je Dirichlet v tomto pfipadé lepsi.
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Mocninné rady

Definice:

Radu funkci

oo

Zan(xfxo)” z9 € R, a, € R

n=0

nazyvame mocninnou ¥adou se stfedem v bodé zy a koeficienty a,,.*

Zajima nas, zda, kde, jak a kam mocninna fada konverguje.

Pozorovani: Kazda mocninnd fada konverguje pro x = xg (tj. ve svém stiedu).

Odpovéd na otazku, zda Fada konverguje, piipadné kde, ndm da oblast konvergence M, ve které
xo € M.

Jak mocninna fada konverguje? Bodové, stejnomérné, lokalné stejnomérné ¢i absolutné.

A kam konverguje?

Jf(z): fx) = Zan(x—xo)" ?

V nékterych pripadech je fada vytvorena néjakou funkci. Napf. Tayloruv polynom:

k x
Tfr ) = 3 I g

déle tfeba Fourierova fada (bude), Martaminova fada (nebude), Bersteinovy polynomy (také nebudou).
VETA 1 (o existenci a jednoznaénosti poloméru konvergence mocninné fady):

Necht 0 an(x — 2)" je mocninna fada. Pak
AR € [0, <]

(pozor, R muze byt i nekoneéno) takové, ze fada konverguje pro Va takové, Ze |x — zo| < R, a
diverguje pro Vz takové, ze |z — xzo| > R. Co se dé&je v krajnich hodnotéch, nevime — tam se muze
stat cokoliv.

DUKAZ:

R :=sup{|y — xo| : Z an(y — xo)"™ konverguje}

n=0

Necht |z — z¢| < R. Potom
o0
Z lan ||z — zo|"
n=0

a protoZe | — x| < R, existuje y takové, Ze

o0
ly —xo| > |z —mo] A |y—z| <R A Zan(y—xo)"konverguje
n=0

— 40
S Janlle — 20" = 3 Janlly — zol" ()
|y—$o|

n=0 n=0

* Zde pouzivame konvenci 00 := 1
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ProtoZe fada > a,(y — xo)™ konverguje,

K :|ay|ly —zo|" < K

I’0|
apllr — 2ol < K < )
O (e
|z — @0
|y — o
Necht | — xg| > R. Z definice R plyne, Ze x diverguje.
Jednoznac¢nost R plyne z jednoznacnosti suprema.
Q.E.D.

Protoze vsak < 1, jde o konvergentni geometrickou fadu.

VETA 2 (o vypoétu poloméru konvergence):
Necht Y07 an(z — 29)™ je mocninnd fada s polomérem konvergence R € [0, oc]. Potom

1

 limsup ¥/ |an]

n—oo

DUKAZ:

Oznacéme si

1
 limsup ¥/]an]

n—oo

Budeme dokazovat, ze fada konverguje pro |z — zg| < R* a diverguje pro |x — x¢| > R*, tedy
ze R* = R. Jakmile toto dokazeme, tvrzeni vyplyne z jednoznacnosti R, dokazané v V.1-.
Necht R* € (0,00). Déle necht |z — 2| < R*. Potom

limsup V/|an||z — xo|® = |2 — 0| limsup V/|ay,| <1

n—oo n—oo

Dle Cauchyova kritéria fada (¢isel) > an(x — xo)™ konverguje.
Necht |z — zo| > R*. Pak

limsup V/|an||z — o™ > 1
n—oo

a tedy opét dle Cauchyho Y 07 a,(z — x)" diverguje.
Piipady R* = 0 a R* = oo odbobné ({cviceni)).
Q.E.D.

Priklady:

o0 xn
(i) Z ol
Stied je v xg = 0, polomér

1

B limsup V/1/n!

n—oo

=1/0=00

(z konvence (pouze v této pasdzi) 1/0 = 400 a 1/00 = 0).
Tedy tato fada konverguje (bodové) pro Vo € R k funkei exp z.
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() Y n(x-1)"
n=0

xog=1
1
- limsup ¥Vn» = 1/oo=
Rada konverguje jen pro x = 1.
(iii) i arctg(2n)(z — 3)"
" To =3
R=1

Rada konverguje pro z € (2,4), diverguje pro x € R\ [2,4].
V bodech x = 2, x = 4 fada diverguje (arctg rychle odkonverguje nékam vysoko nad nulu).
Tedy fada konverguje pro z € (2,4).

.y N~ (@ te”
(iv) 7;2 logn

Trog = —€

»/1/Togn € (”\/1/71, fl) ~R=1
Konverguje pro z € (—e — 1, —e + 1).
V bodé z = —e — 1: 3°°°, =1 konverguje, Leibniz.

n=2 logn

Vbodéz=—e+1: ) 7, loén diverguje, srovnani s harmonickou.

Tedy fada konverguje pro = € [—e — 1, —e + 1).

(v 3 T
n=1

z=0
_1n22n
a _{(2> m=2n,n€eN
m n
0 m=2n+1,neN

22n 2
limsup V/|a,| = lim sup 2”\/ o = lim sup T\/% =2

Tedy R = 1/2, fada konverguje pro x € (—1/2,1/2).
V bodech z = +1/2: Y (_213 konverguje dle Leibnize, tudiz fada konverguje pro x €
[-1/2,1/2].

Otazka: Jak vySetofovat stejnomérnou (lokalné stejnomérnou) konvergenci mocninnych fad?
VETA 3 (o lokilné stejnomérné konvergenci mocninné fady):

Necht Y7 jan(z — x9)™ je mocninnd fada s polomérem konvergence R € (0,00]. Potom fada
konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na intervalu (zg — R, 2o + R) je-li R < oo a na intervalu
R, je-li R = +o0.

DUKAZ:

Stadi dokézat, ze > = na kazdém intervalu [zo — K, zo + K], kde K € (0, R).
Mgjme tedy K € (0, R), pak
sup an|[(z — 20)"| = |an| K"
z€[zo—K,x0+ K]
ale 37 o |an|K™ konverguje (viz dikaz V.1-).
Tedy dle Weistrassova kriteria Y =2 na [zg — K, z¢ + K].
Q.E.D.
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VETA 4 (o derivaci mocninné fady):

Necht 0 an(x — )" je mocninna fada s polomérem konvergence R € (0, oc]. Potom fada

oo
Z nan(z — )" !
n=1

je také mocninnd, se stejnym stfedem i polomérem konvergence, a navic

(Zanx—xo ) Znanx—xo -1 xz € (xg— R,z0 + R)

DUKAZ:
Necht R’ je polomér konvergence fady 22071 nan(z — 29)" "1, pak

limsup V/nlay| VOAL limsup V/|ay|

n—oo n—oo
a tedy R’ = R. Zéaroven diky tomu

loc

Z nan(x —x0)" ' = na (zg — R, w0 + R) (viz predchozi véta)

n=1

a v zachytném bodé z = z¢ konverguje fada >~ an(x — z0)™.
Tedy dle véty o zdméné sumy a derivace

(E an(x — x9) ) E apn(x — xo)" -1

Q.E.D.

VETA 5 (o integraci mocninné fady):

Necht > an(z — 29)" je mocninna fada s polomérem konvergence R € (0, oc]. Potom

/ > an(a — )" 2o)"*t @€ (v — R,xo + R)
n=0 n=0 + 1

Dukaz: Nechceme. Q.E.D.

VETA 6 (Abelova):

vvvvvv

Necht ma mocninné fada ZZC:O anx™ se stfedem g = 0 polomér konvergence R € (0, 00). Necht
>0 o an R™ konverguje. Potom

Z anz™ = na [0, R)
n=0

oo oo
! E ap,R" = lim E anx” !
rz—R_
n=0 n=0

DUKAZ:

i nT Z anR"(z/R)"
n=0

Rada Y a, R™ konverguje, tedy také ZanR” =. Déle |(z/R)"| < 1, a navic je (z/R)"
monoténni (v n) pro kazdé x. Podle Abelova kritéria tedy > anz™ =.

Vzorec s limitou plyne ihned z Moore-Osgoodovy véty.

Q.E.D.
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Priklady:
X (_1\yn—1
(i) Sectéte radu Z (i =1-1/2+1/3-1/4+---
n=1

Zavedme si umélou proménnou z. Definujeme fadu (funkei)
oo
-1 n—1
n=1 n

To je mocninnd fada s polomérem konvergence R = 1. Pro z = R fada konverguje (Leibniz).
Tedy dle Abelovy véty

= 35 C0

a tato funkce spliuje

/ - (71)”‘71 n—1 S n—1 = n 1
P =3 e = Y = e = o peLY)
a navic plati
e —_1)7—1
Z (=1 = lim f(x)
n r—1_
n=1
d
flz) = /f/(x) dr = e log(1+z)+c¢
a zbyva dopocitat c:
f(O):iﬂﬂn:0=>log(1+0)+c:0:>c:o
n=1 "
— f(z) = log(1 + )
Tedy
oo -1 n—1
ZL = lim f(z) =log?2
1 n r—1_
I < S
(ii) Sectéte fadu ;(—1) i
_ L _ = 1t 1
=2 (NG Ty = L0
n=1 n=0
Definujme si:
(o)
a1 +1
flo) = Y1y
n=0 :
Pak dle V.5- pro F(z) = [ f(z)dz plati
o n+1 0 n+1 0 n
_ w12 (=)™ (=2)" _ —x
F(a:)—c—|—2)(—1) T—C—FX%T—C—QSX% o = c—xe

Fl(z)=—e"+ae = (x—1)e " = f(z)

a tedy dle Abelovy véty
s = lir? flz)=0

Cvicdeni: E — = 2¢
n!
n=1
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Fourierovy rady

Fyzikalni motivace

Rovnice vedeni tepla nam fika, ze vezmeme-li si tfeba médénou tyc¢, kterd ma na jednom konci
teplotu 0°C' a na druhém konci ji zahfivame kahanem na 100°C, a nas zajima, jak vypada funkce
T(x,t).

To vede na hledani f takové, aby f”/ = —f (napf. sinz, cosx).

Je vyhodné teseni hledat ve tvaru rady, ale ta fada neni mocninni. Misto mocnin x” pracuje s
funkcemi sin(nz) a (cos(nz).

Koupim si pizzu, hodim ji do trouby. V ¢t = 8° bude mit 7' = 110°C. Kdy bude T = 60°C?
V t = 1890 nastane smrt hlady. Je t¥eba se spalit?
Mgjme ¢as t, teplotu T'. Teplota mistnosti je 7o = 20. k je materidlova konstanta.

Newton:

Nevim, co je k a A:

T(t) = T() + A@ikt

Dosadime:

t=0: 110=20+ A4c® = A=90 T =20+ 90e "t
t=5:80=20+90e " =2/3=e"" eF={/2/3

— T(t) = 20 + 90(2/3)!/°

t=10:T(10) < 607?
20 4 90(2/3)% = 20 + 40 = 60

To bylo o fous.

Potiz s ty¢i je ta, Ze musime derivovat parcidlné, nebof mame dvé proménné. Vse se povazlivé
komplikuje a na pomoc spécha pravé pan Fourier.

Jean—Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) v roce 1822 vymyslel Fourierovy fady. Euler totiz pracoval

se systémem funkci {1, 2,22, 23, ...}, ale Fourier si fekl, ze by se mu hodil spie trigonometricky systém
{1, cos x, sin x, cos(2z), sin(2z), . . .}.

Otazka:

Je-li dano f, chceme najit ¢isla a,, b, tak, aby fada

ap/2 + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

konvergovala (nejlépe stejnomérné) k funkci f.
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Definice:

Funkce f se nazyva 2m-periodicka, jestlize

Ve eR: f(x +27) = f(x)

Mnozinu 27-periodickych funkci znacime Ps.
Radu funkei tvaru

oo
ag/2 + aj cosx + by sinx + ag cos(2x) + bosin(2x) + - - = ag/2 + Z(an cos(nz) + by, sin(nz))
k=1
nazyvime trigonometrickou fadou. Cisla {a, }°°,, {b,}>; pak nazyviame koeficienty trigono-

metrické Fady.

Poznamka:

Jestlize trigonometricka fada bodové konverguje k funkci f, tj.

f(x) =ao/2+ Z(ak cos(kx) + by sin(kx))
k=1

potom nezbytné f € Po,.

Vypocet koeficientii

Budeme porovnévat systémy pro mocninnou fadu {1,z,zs,...} a pro trigonometrickou fadu
{1,cosz,sinz,...}.

Jak hledat koeficienty? Pfedpokladejme, zZe

f(x)=ao/2+ Z(an cos(nz) + by, sin(nz)) reR

n=1
a nechf fada konverguje stejnomérné v R.
Pozorovani:
Takovy trigonometricky systém je ortogondlni (funkce jsou na sebe kolmé).
=

Ym,ne NVn=0: / sin(mz) cos(nx) dz =0

—T

[ = {5 437

/7; cos(kx) cos(nx) dx = { g ]]z ; Z

(ap) Integrujeme f(z) od —m do 7:

fl@)dz = % <27 4 Z <an/ cos(nx) dx +bn/ sin(nx) dx) = aom

n=1 —7

s

—T

0 0

= a9 =1/7 ! f(z)dzx
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(am, m > 1) Vyndsobime f(x) cos(mz) a integrujeme od —m do :

! f(z) cos(mz) dx = ag/2 /7T cos(ma) dx +

| S —
0

—Tr —T

+§:1 (an / " cos(nz) cos(ma) dz+by [ sin(nz) cos(ma) dx)

Am T 0
T

=y, = 1/7 f(z) cos(mz) dzx

—T

(bmy, m > 1) Obdobné jako ay:

by, =1/7 ! f(z) sin(mz) dx

—T

Definice:

Necht f je 2m-periodickd a Riemannovsky integrovatelné:
f € Par N R([—7, 7))

Pak ¢isla {a,}52, {bn}22,, kde

ag=1/7 ! f(z)dx

anp =1/7 ! f(z) cos(nx) dx
b, =1/ i f(x)sin(nx) dx

—T

nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f. Radu

o0
ap/2 + Z (an cos(nx) + by, sin(nx))
n=1
pak nazyvame Fourierovou fadou f.

Rekneme, 7ze f € P,, je po ¢astech hladka (f € ca,), jestlize existuje koneéné mnoho bod

T L <Xy < < Ty, < T

takovych, Ze na intervalech (x;,2z;11) jsou f i f’ spojité a v bodech z1, ..., z,, existuji jednostranné
limity funkei f i f’.
f je po Eastech spojita, jestlize existuji body zg,...,z, € [-m, 7), tak, Ze f je spojitd na

(zj,2j+1) a ma jednostranné limity limy ., f ).
Pozn.: Pokud f € cor, pak [’ je po Castech spojita.
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VETA 1 (Besselova nerovnost):

Necht f € cox, an, by, jeji Fourierovy koeficienty. Potom plati
o0 s
ap/2+ Y (an+b2) <17 [ f(x)’da
n=1 -

DUKAZ:
Oznacime

sn(x) :=ao/2 + Z (ay, cos(kx) + by sin(kx))
k=1

Ziejmeé plati:
[ U@ - sa@par=o
2/7T f@)sp(x)dx — /Tr sp(z)? do < ! f(z)?dx
Pritom plati:
f@)sp(x)de = ag/2 f(x) da+
-7 — S~~~

mTag

+Z <ak 7; f(z) cos(kx) dx + by, : f(z)sin(kz) dx +> =

k=1 Tag by

= 7r<a(2)/2 + i(ak + bk)2)

k=1

Analogicky plati ({cviceni)) také:
/ 5n(2)? dx:ﬂ<a§/2+2(ai+bi))
T k=1

Tedy nutné:

T

7r(a3/2+z (af +b7) < f(x)? dx)
k=1 -

Q.E.D.

VETA 2 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma):

Necht f € cor, an, by, jeji Fourierovy koeficienty. Pak

lim a, = lim b, =0
n—oo n—oo

a specialné
lim 1/7 f(x)cos(nx)de = lim 1/7 fz)sin(nz)de =0  Vf € cor

— n—
n— 00 - n— o0 _r

Dutkaz: Pfimy dutsledek V.1-. Q.E.D.
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Poznamka:

Pro véty 1 a 2 je predpoklad f € co, zbyteéné silny, staci predpokladat, ze f? € R[—m, 7|. Tedy

mame:

VETA 1 0:

fePuNfre R[*W,W] =
a0/2—|—z al +b2) <1/7T (x)2dx

n=1

VETA 2 0:
f € Py A f? € R[—7,7] =

lim a, = lim b, =0
Poznamka:

Riemannovo-Lebesgueovo lemma ve skutecnosti tvrdi, ze

f € R[-nm,n] = lim a, = lim b, =0

n—oo n—oo

LEMMA:

sin((n +1/2)x)

1/2 4 cosx + cos(2zx) + - - - + cos(nz) = Yo/
sin

x # 2km

Dukaz: Jednoduse indukei.

Dusledek:

sin((n O sin((n
yr [ e = [ =12

—T

Znadeni:

Mame f, pak Fourierovu fadu znacime

S(f,x) :=ao/2+ Z(an cos(nzx) + by, sin(nzx))

n=1
Su(f,7) = a0/2+ Y _(ax cos(kx) + by sin(kz))
k=1
Pripomenme si, ze

an =1/7 ' f(t) cos(nt) dx

b, =1/ ’ f(t) sin(nt) dx

47



Fourierovy rady — Lubos Pick — Matematicka analyza I1

fl@+0):= ylir}i fle+y)

fla=0):= lim f(@—)
f(x+0)—|—f(x—0).

Pro f € Py, definuji f*(x) := 5

Poznamky:

(i) f spojitd v = f(x) = f*(x)
(ii) f mé “skok” v x = f*(x) je aritmetickym pramérem limit zleva a zprava (bez ohledu na
hodnotu).

Nesmyslny vzorec:

TEED —ym [P 20D o+ 1720 a

xr — 0 xr —
w - l/w[W Msm((m 1/2)t) dt

VETA 3 (o bodové konvergenci Fourierovy fady):

fe€cor=9(f,x)=f"(2) x€R

Tedy Fourierova fada po ¢astech hladké funkce konverguje bodoveé na celém R k vyrazu

f(z+0)+ f(z—0)

I(e) = :

DUKAZ:

Sp(f,x)=1/7 /:r f(t) {1/2 + Z(cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kx))} dt

k=1

= 1/7r/7r f(t {1/2+Zcos t—x))} dt (trigonometrie)

- 1/7r/ f(z {1/2 + Z cos(kt)} dt (substituce a 2w-peridodicita)
o k=1

sin((n + 1/2)t)

17 [ s+ 2sint/2

—T

dt (lemma)

Sul(f,x) = f*(2) 2 1/7 /C fﬁ”+;$nt/g 0)ﬁn«n~+1/%tﬁﬁ+
T flx+t)— +0)

1
L/ 2smt/2

sin((n 4+ 1/2)t) dt
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Oznadime f( +t) f( 0)
2sint/2 tel-m0)
R | T e
X — X
2sint/2 € (0.7]

Su(fi2) — [ @) = 1/m [ Glt)sin((n +1/2)t) dt

—T

T s
=1/r G(t)sin(t/2) cos(nt) dt + 1/m G(t) cos(t/2) sin(nt) dt
-7 ———— —7 N———
po ¢astech po ¢astech
spojita? spojita?

Chci dokézat, ze G je po Céstech spojitd. K tomu staci dokdzat existenci G(0+ 0), G(0 — 0).
LH Y limy_o, f/(z+1t)

1 — 7 , . . .
G(0+0)= Jim G(t) limy o, 2cos(t/2) - 12 f'(z+0) (vime, Ze existuje)

G(0—-0)= f'(z—0)
Tedy G je po ¢astech spojitd, tudiz také G(t)sin(¢/2), G(t) cos(t/2) jsou po &astech spojité.
Tedy jejich druha mocnina je € R[—m, 7] a podle V.2- jejich Fourierovy koeficienty jdou k nule.

lim (S, (f,z) — f*(x))=0

n—oo

Q.E.D.

VETA 4 (o stejnomérné konvergenci Fourierovy fady):

f € cor A spojitana R = S(f,z) = f(x) reR

DUKAZ:

Protoze

sup |a,, cos(nx) + by, sin(nz)| < |a,| + |bn]
R

stacilo by dokazat, ze

Z |an| + |bn|) konverguje

nebot pak by tvrzeni plynulo z Weistrassova kritéria.
Vime, Ze f’ je definovand (a spojitd) vSude kromé kone¢né mnoha bodi v [—m, 7). Je tak po
Castech spojita na R, a tedy
(f)?* € R[~m, 7]

Necht ay,, 8, jsou Fourierovy koeficienty funkce f’, tedy

per partes

anp =1/7 _Tr 1/ (z) cos(nz) dz 1/xw[f(x)cos(nz)|™ . —1/7 _W f(z)(—nsin(nz)) dx

0

=n/m f(x)sin(nzx) dz = nb,
a obdobné
ﬁn = —nan
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Z Besselovy nerovnosti pro f’ méame

> (a2 +52) <1/7r f(x)?de < o
n=1
Vime, ze
Z(om2 +/6’n2) < 00 an = nby,, B, = —nay,
a chceme
> (lan] + [ba]) < o0
Tedy jest:
> > (na dluh) > >
Z(‘an“wbnw:Z(‘an|/”+|ﬂn|/n) = Z|O‘n|/n+2|ﬁn|/n
n=1 n=1 n=1 n=1

Do hry koneéné po mnoha mésicich pfichazi ddvna Cauchyova nerovnost:

o 1/2 /o 1/2 o 1/2 /o 1/2
(£ (@) (5 (5

n=1 n=1

Q.E.D.

VETA 5 (o lokilné stejnomérné konvergenci Fourierovy fady):
Necht f € cor, pak jeji Fourierova fada konverguje bodové k f*. Tato konvergence je lokalné

stejnomérnd na kazdém intervalu («, 3), na kterém je f spojita.
Dukaz: Bez. Q.E.D.

Priklad:

fl@y=m—=x x € [—m,m)

2m-periodické rozsifeni: f(x) =7 — (x + 2km) x € [(2k — 1)m, (2k + 1))

f602ﬂ:>s(f,a:)_>f*(x):{f(x) $f2k7r
— m r = 2km
0

Cviceni:

_2(=”

ap =27, a, =0, n>1, b, =
n

sin(nx)

S(f —7T+2Z

=7 — 2sinz + sin(2z) — 2/3sin(3z) + - -
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VETA 6 (o derivovani Fourierovy fady):
Necht f € P5, a mé Fourierovy koeficienty {a,}22,, {b,}52 ;. Déale necht

o0

Z (lan| + [bn])

konverguje. Potom f € ¢! (tj. méa spojitou derivaci) a fada

o
Z cos(nz)by, — sin(nz)a,) = f na R

n=1

DUKAZ:

fn(x) := ay cos(nzx) + by, sin(nx)

fl(z) = n(b, cos(nx) — a, sin(nx))

sup | f2(2)] < n(lan| + |ba]) = sn
z€R

pfiemz Y s,, < oo (z predpokladu). Tedy dle Weistrassova kritéria > -, f/, = na R.

g:=Y_ fi(x)
n=1

Navic pro pevny bod = = 0 plati

0 =Xl <X

lan| < oo

loc
Tedy dle véty o zdméné sumy a derivace Y - | fn =2 f, protoze ale f € Py, tak Y f, =% fnaR
a navic f' = g.
Q.E.D.

Poznamka:

Je-li f sudé, b, =0 a a, =2/7 [ f(x)cos(nz) dx.
Je-li f lichd, an, =0 a b, = 2/7 [ f(x)sin(nz) dz.
Fourierovy koeficienty se tedy krasné pocitaji, je-li funkce symetricka.
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Metrické prostory

Uvod

Motivace

Lubos Pick — Matematicka analyza II

Méme neprazdnou mnozinu P (mnoZinu cehokoliv — miZe jit o mnoZinu viech Ziraf v Madarsku,
mnoZinu vsech pravdivgch vyroki Stanislava Grosse — nebo i néco vétstho), mezi jejimiz objekty
chceme métit vzdalenost.

Definice:

Bud P neprizdna mnozina a p: P x P — [0, 00). Jestlize plati:

@)
(ii)
(iii)

oz, y) =0 =y
o(z,y) = oy, x) (symetrie)
o(z,y) < o(z,z) + o(z,y) (trojihelnikové nerovnost)

Potom p je metrika na P a (P, ¢) nazyvame metrickym prostorem.

Cvi€eni: Je v metrickém prostoru nadrazi cena listku metrikou? (cviceni)

Priklady:

(i)
(if)
(iii)

52

P = R7 0= Qeukl.(xvy) = |1' - y|
P CR, 0= goukl.(x,y) (podprostor se zdédénou metrikou)
P=R"={z=(z1,22,...,%s), z; €R, j=1,...,n},neN

(a) P = Rna 0= Qeukl.(x7y) =

(i) a (ii) trividlni. Dokazme si (iii):

Z(yj —x;)? < Z(Ij —z)?+ Z(Zj —y;)?

j=1 j=1 j=1

Oznacme a; := x; — z;, b; := z; — y;, tedy chci
V(a5 + 02 < /324y />82
\/Z(aj-‘rbj)Q = \/Z(I?"‘F?Zajb]‘-‘er?

Ca%chy \/Za§+2@@+zb?=\/2“?+\/zb?

n
(b) newyorkska metrika: onvy (z,y) := Z |lz; — y;]
j=1

(c¢) maximové metrika: gmax(z,y) 1= max |z; — vy,
j=1,...n

0 r=y

d) “ruskad” metrika: méjme a € P, 0pamp. (T, ¥y) :=
@ J oo 00 = { g 0 4 ) 27y

Ve,y € P
Ve,y € P
Ve,y € P
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(iv) P = Cla,b] = {f definovand a spojita na [a, b]}

b
(a) integralni metrika: oin(f,9g) := / |f(z) — g(x)| dzx

(b) supremalni metrika: gsup(f,9) := sup |f(z) — g(x)]

z€la,b
Z obréazku vyplyvé, ze oint(f,9) < (b — a)osup(f, 9)

0 2=y

(v) diskrétni metrika: P je cokoliv, gqiskr.(%,y) = { | vty

Definice:

(P, 0) bud metricky prostor, z € P, r > 0. Pak otevienou kouli se stfedem 2 a polomérem r
rozumime mnozinu

B(z,r) :={y € P:o(x,y) <r}
Obdobné definujeme uzavienou kouli jako

B(x,r):={y € P:o(z,y) <r}
Pozor, napf. kdyz P = [0,1], x = 1/4, r = 1/2, pak B(z,r) = B(1/4,1/2) =[0,3/4)!

Priklady:

Méjme P = R?, z = [0,0], » = 1 (jednotkova koule se stiedem 0: B([0,0],1)).
Spousta obrazki. ..

(1) Qeuk1.: kolecko
(2) ony: kosoétverec
(8) Omax: Ctverecek

(4) odiske.: Blx,r) = {}f}
(5) Opamp.* <Cviéeni>

Méjme P = Cla,b], f, r > 0.

r<1
r>1

(1) osup: r-ovy pések kolem funkce, vSechny funkce, které z néj nevylezou
(2) 0int: nelze nakreslit

Definice:
(P, 0) bud metricky prostor a G C P. Rekneme, 7e G je oteviena v P, pokud
Vee G3Ir>0:Bx,r)CG

Naopak G je uzaviena v P, pokud P\ G je oteviena.
DUKAZ:

(i) zfejmé
(i) FOB, Fuz, tedly FDA= (| F> (]| F
FDOB FDA

(i) Ajeuz. aACA=A=4
(iv)

(“g”)
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Konvergence v metrickych prostorech

Definice:

Necht (P, o) je metricky prostor a necht {x,,}°°, je posloupnost v P. Rekneme, 7e z,, konverguje
k y € P, neboli z,, ma limitu y, jestlize
lim o(x,,y) =0
n—0o0

Znacime:

e lima,=y (vP)
n—oo
o, —y

Priklady:

(i) Pro (P,0) = (R, |z —y]) je konvergence totoznd s konvergenci posloupnosti realnych ¢isel, jak
ji zndme ze zimniho semestru.

(ii) V prostoru Cfa, b] se supremovou metrikou

qup(fa g) == sup |f(z)—g(z)]
z€Ja,b]

je konvergence posloupnosti funkci ekvivalentni stejnomérné konvergenci na [a, b] (jak vyplyva
z V7.1-).

VETA 4 (vlastnosti konvergence v metrickém prostoru):
Necht (P, o) je metricky prostor, pak plati:
(i) IngVvn>np:ax,=y€P = lim z, =y
n—oo
(il) znp — y1 A 2p — y2 = y1 = Yo (limita je uréena jednoznacéné)
(iii) Necht {z,,} je vybrana posloupnost z {z,} a necht lim z, =y € P.
n—oo
Pak také lim z,, =1y.
k—o0

(iv) Necht F' D P je uzaviend, necht {z,} C F, a necht lim z, =y € P. Potom y € F.
n—oo

DUKAZ:

(i) o(y1,v2) < o(y1,zn) + 0(@n,y2) = 0(y1,y2) = 0= y1 =y
—_——  ——
—0 —0

(iii) o(zn,,y) je vybrana z o(x,,y) atd. (Viz zimni semestr.)
(iv) oy, F) = inf oy 2) < oly.20) = 0= oy, F) =0 = y € F.
Ale F je uzavér, tedy F = F =y € F.
Q.E.D.

VETA 5 (charakterizace uzavienych mnoZin):
MnoZina F je uzaviend v (P, o) pravé tehdy, kdyz plati implikace
Tn€F A2, »y=—yck
(Disledek ptredchozich tvrzeni.)
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Priklady:

(i) konvergence v diskrétnim prostoru:

Ty o y<=3dngVn>ng:x, =y

(ii) R™: 01 = ONY, 02 = Qeukl.y o0 = Omax

Cauchy

n n n
01(3373/):2|$i*yi| < Zl’ Z|$i*yi|2:\/7>l'@euk1.(%y)
i=1 i=1 i=1

n
S anax(xay) S nz |xz - yz| = ngl(x,y)
i=1

= 01(x,y) < Vnoeuk.(2,y) < Nomax(2,y) < no1(z,y)

Tedy konvergence ve vSech trech metrikach splyvd a konvergence v R™ je konvergence
po slozkach.

Definice:

Rekneme, Ze mnozina K v metrickém prostoru (P, o) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti
{z,} C K lze vybrat podposloupnost {z,,}, kterd je (i) konvergentni v P a (ii) jeji limita je
prvkem K.

Priklady:

(i) Kone¢né mnoziny v libovolném (P, g) jsou kompaktni.
(ii) V (R,|z — y|) napt. [a,b] je kompaktni.
(iii) V (R, gaiskr.) jsou kompaktni pouze kone¢né mnoziny.

(iv) B(0,1) (jednotkova koule) v (C[0, 1], sup) neni kompaktni.
Tady je tato jednotkovéa koule reprezentovana vSemi spojitymi funkcemi, které na intervalu
[0,1] nevyb&hnou z pasku (—1,1).

2"z ze]0,277"
f”(x)_{1 ze 2 1]

Plati, ze o(fn, fm) = 1/2 (cvifeni), pokud n # m. Z posloupnosti {f,} ale nelze vybrat
konvergentni. Kdyby fn, — h, pak o(fn,,h) — 0, a tedy

1/2< Q(fnkvfnj) < o(fny, h) + g(f"lj?h’) —0

a to je spor.
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VETA 6 (vlastnosti kompaktnich mnoZin):
Méjme metricky prostor (P, ) a v ném kompaktni mnozinu. Potom plati:
(i) K je uzaviena
(ii) K je omezena

(iii) Jestlize F C K a F je uzaviena, pak F je kompaktni.
DUKAZ:

(i) Necht {z,} C K, x,, — x € P. Chci dokézat, 7ze = € K.
Vybereme z,, — y v K, pak ale (jednoznac¢nosti limity) z =y. Ale y € K, tedy z € K
a K je uzavfena.

(ii) Necht K neni omezend, zvolme xo € P. Pak plati
VYneN 3z, € K : z, ¢ B(zo,n)

(tedy o(zn,x0) > n).
Z kompaktnosti plati, ze 3z, vybrana, z,, — y ay € K. Potom

n < Q(xnaxO) < Q(mnay) +Q(yaxO) < Q(y,-TO) +e vn
——

-0

7 Spor
(iii) Necht {x,} C F. Pak samozfejmé také {x,} C K.
K je kompaktni, tedy z,, — y ay € K. F je vSak uzaviena, tedy y € I’ a tudiz je
F kompaktni.

Q.E.D.

VETA 7 (charakteristika kompaktnich podmnozin R"):

V prostoru (R, geykl.) je mnozina K kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezend a uzaviena.
DUKAZ:
Myslenka: v R Bolzano-Weistrass a z R do R™ indukci.

Pozn.: Tvrzeni V.7- neplati pro obecné metrické prostory (viz B(0,1) v C [a,b], ta je omezen4,
uzaviend, le¢ nikoliv kompaktni).
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