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Metrické a topologické prostory

Metrické prostory

| Zde se prednasky zpocatku prekryvaji s koncem prednasek Analyzy II.

Definice:

Metricky prostor a topologicky prostor definujeme jako (M, d), kde d: M? — R, pfi¢emz:

(i) d(z,y) =d(y,z)
(ii) d(z,y) =02 =y
(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,v)
Poznamka:

Bijekci f: My — My nazyvame izometrii, pokud:

di(z,y) = do(f(2), f(y))  Va,y € My

Priklady:

(i)

(ii)

(iii)

M =R", p > 1 realné,
n l/p
dp(2,y) = (Z |zi — yil p)
i=1

(1) n=1: z—y
(2) n>2, p=2: euklidovska metrika

\/(fl Y1)+ A+ (T — yn)?

(3) p=1: poStovni metrika
(4) p— 400! doo(m,y) = max |z; — yi| ({cviCeni)), neboli maximova metrika
M={f:f:X >R, fje omezend },
d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|
reX

neboli supremova metrika. Pokud navic
M = C(a,b) = {f : f:la,b] = R, f je spojita }

jde o maximovou metriku.
M = C(a,b), p > 1 realné,

b 1/p
dp(f, 9= </ |f(z) = g(x)? dw)

pak pro p = 1 jde o integralni metriku a pro p = 2 jde o metriku, ve které se objevuje
skaldrni sou¢in. Pro p — +oo konverguje ((cviceni)) k:

doo(fa g) = Iﬁ%}?'f(ir) - g(l’)|

Pozn.: Pro M = R(a,b) neplati.
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(iv) Mgjme souvisly graf G = (M, E) a metriku d(u,v) jako poet hran na P, P je (n&jakd)
nejkratsi cesta spojujici u a v.

(v) M =Z, p necht je prvoéislo (napf. p = 29). Mé&jme z € Z, pak m,(z) = maxe € Ny : p®|z,
mp(0) = 400. Zavedeme metriku

() = 27

neboli tzv. p-adickou metriku.

Cvi€eni: dy(z,y) je ultrametrika: d,(z,y) < max(dp(z,2),d,(z,y))
Cvicéeni: V ultrametrice jsou vSechny trojihelniky rovnoramenné.
Cviceni: Kazdy bod koule je jejim stiedem.

Pozn.: Ve vem dalsi bud (M, d) metricky prostor.

Definice:
Méjme a € M, r > 0:
(i) B(a,r):={x € M :d(a,z) <7} je (oteviend) koule
(ii) B(a,r):={x € M : d(a,z) < r} je uzaviena koule

Mnozina X C M je oteviend, pokud Va € X 3r > 0: B(a,z) C X.

MnoZina je uzaviend, pokud M \ X je oteviend mnoZina.
Cviceni: Pokud B(a,r) je oteviend a X je konefnd, pak X je uzaviend.
VETA 1 ():

() a M jsou oteviené i uzaviené.
Systém otevienych mnozin se zachovava libovolnymi sjednocenimi a kone¢nymi priniky.

Systém uzavienych mnozin se zachovava pii koneénych sjednocenich a libovolnych prinicich.

Definice:

Plati-lia € M, a € U a U je oteviend, pak U je okoli bodu a.
Mame-li a € M, X C M, pak a je:
(i) vnit¥ni bod X: existuje okoli U bodu a takové, ze U C X
(ii) vnéjsi bod X: existuje U takové, ze U C M \ X
(iii) hrani¢ni bod X: neni vnitinim ani vnéjsim bodem X, tedy pro VU protind X a M \ X
(iv) limitni bod X: VU : X NU je nekoneéna
(v) izolovany bod X: 3U : UNX = {a}

Pro X C M definujme uzavér X jako

X = X U {limitni body mnoziny X}
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Priklad:
Mé&jme (M, d) = R? s euklidovskou metrikou,

X = (B\{0}) U{p}

B=B(0,1)

,—. K (kruznice)

/ N\
—==(==0--)——=—+-—-
\ / p (2,0)

¢
-1
1

(i) Vnitini body X: B\ {0}
(i) Vngjsi body X: R2\ (B(0,1) U {p})
(iii) Hraniéni body X: K U {0,p}
(iv) Limitni body X: B(0,1)
(v) Izolované body X: {p}
(vi) X = B(0,1)U {p}

VETA 2 ():
X C M je uzaviena, pravé kdyz X = X.
DUKAZ:

[13 29
=

Necht X je uzaviend. Tedy M \ X je oteviena, a kdyz a € M \ X, pak U = M \ X je
okoli a neprotina jiné X, takze a neni limitnim bodem X, ergo X = X.

e

Necht X = X, a € M \ X neni limitnim bodem X, tedy existuje U okoli a takové, Ze
UNX je konecnd. Tedy existuje okoli U, bodu a takové, ze U,NX =0 (tj. U, C M\ X).
M\ X = UaeM\X U, a tedy M \ X je oteviend mnozina, tudiz nutné X je uzaviena.

Q.E.D.

Definice:
(Tn)n>1 C M, limn — coxp, =a € M, z, — a:

(d) VU3dno:n>ng=uxz,€U
(b) Ve Ing, Vn > ng : d(zp,a) <e
(¢) lim d(zn,a)=0

(zn) C M je Cauchyovska, pokud

Ve >0 dng, Vm,n > ng : d(xm,x,) < €
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VETA 3 ():
Mgjme a € M, X C M. Potom (dle V2):

aceX<+=acrVIIa,)CX:2,—a

Dukaz: (cvifeni)

Definice:

Méjme metrické prostory (My,dy), (Ma,dz). Rekneme, ze M; je podprostor M, pokud M; C
My aVe,y € My : dy(x,y) = da(z,y).

Pozn.: X C M je téZ metricky prostor (X,d), s indukovanou metrikou. Dostaneme podprostor
(M, d).

Souc¢in (M,dy) a (M,ds): (M1 x Ma,d), kde

vy == di(r1,91)

vy 1= da(72,Y2)
d(z,y) pak muzeme definovat jako
(i) vi+02
(ii) v1 +v2

(iii) max(vy,v2)
(jak se brzy dozvime, v topologickém prostoru jsou vSechny v jistém smyslu shodné).

Pozor! Mame-li (0,1) C R™ jako M; C M; s euklidovskou metrikou d(z,y) = |z — y| a posloupnosti
xn, = 1/n, pak (z,,) konverguje v M, ale nekonverguje v M.

Stejné tak (0, 1) je uzaviend mnozina v M, ale neni uzaviend v My. Mame-li {0} C R jako My C Mo,
pak {0} je oteviend v M, ale ne v Ma.



Martin Klazar — Matematicka analyza 111 Metrické a topologické prostory — Topologické prostory
Topologické prostory

Definice:

Topologicky prostor (nebo také topologie) je dvojice (X,7), T C exp(z), splitujici tii ax-
iomy:

(a) 0,XeT
b)) UCcT=UUeT
(c) U CT,Ukoneénd = UCT (tj. ABeT =ANBeT)

7 je systém otevienych mnozin, zatimco {X \ U : U € T} jsou uzaviené mnoziny. Tedy médme-li
a€ X aokolia: Ue7T,pakacU. T-O-D-O: 7
Priklady:

(i) (X,{0,X}) je topologicky prostor.
(ii) Zakladni piiklad: systém otevienych mnozin v metrickém prostoru (M, d) tvori topologicky
prostor (splituji vSechny axiomy).

Metrizovatelné topologické prostory

(X,7) je metrizovatelny: 7 jsou oteviené mnoZiny v néjakém metrickém prostoru (X, d).
Nas budou zajimat jen takovéhle.

Je-li (X,7) metrizovatelny, kazd4d konecnd podmnozina X je uzaviend. Napf. piiklad (i) pro
|X| > 1 nend metrizovatelna topologie.

Je-li (X, T) metrizovatelny,

Va,b€ X, a#b3U,VET:aclU beV, UNV =10

neboli jde o hausdorffovskou topologii.

Baze topologického prostoru

Mgjme (X, T). Pak jeho baze je U C T takovd, ze kazdd A € 7 je sjednoceni n&jakych mnozin
z U.

Piiklad:
Méjme metricky prostor (M, d), pak
U={B(a,r):a € M,r >0}
je bézl topologie metrického prostoru (M, d). Tak jsme ale deifnovali oteviené mnoziny v

metrickém prostoru!

(X,dy),(X,ds2) necht jsou metrické prostory. Rekneme o nich, Ze jsou ekvivalentni, ddvaji-li stejnou
toplogii.

Priklad:

Me¢jme R"”, pak maximova metrika d., a metrika

n 1/p
dp(z,y) = (ZIx —yilp) p>1
i=1

jsou ekvivalentni na R™:
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Mé&jme = = (21,...,%n), ¥y = (y1,.--,Yn). Pak bez ijmy na obecnosti necht plati

Joax |zi —yil = |21 — v

21 — 11| < dp(z,y) < n'/Play — y

doo(2,y) < dp(w,y) < n'/Pdc(z,y)
Z toho néjak plyne, Ze vSechny metriky d,, (p > 1) a do jsou ekvivalentni.
Obecné mame-li 0 < r < s,

rdy(z,y) < ds(z,y) < sdy(z,y) Ve,y € X

plati, Ze di a d2 jsou ekvivalentni (do kouli¢ky v jedné metrice mtzu stréit mensi koulicku v druhé
metrice a naopak).
Soucinové metriky jsou ekvivalentni — pro a,b > 0:

max(a,b) < va?+b? < a+b < 2max(a,b)

(X1,71) je podprostorem (X5, 73), pokud X1 C Xoa T3 ={X1NA:Aec T}

Mame-li (X,7), Y C X, pak na Y mame indukovanou topologii (Y,7"), 7' ={YNA: Ae T}
Zaroven (Y,7') je podprostorem (X, 7).

Souéin topologickych prostort (Xi1,77) a (Xa,72) je (X,7), kde X = X; x X5 a T je dédn bazi
{U1 x Uy : Uy € T1,Us € T3} (vezmu-li misto 7; bézi, dostanu stejnou 7).

Priklad:

Méjme euklidovsky metricky prostor (R™,ds), tedy

dy = \/(xl —y1)? 4t (@ —yn)?

Vezméme euklidovskou topologii na R™.
Plati, ze euklidovsky topologicky prostor R? = R x R (sou¢in dvou euklidovskych topologii R’).
Podobné pro RFt! = RF x RE.

Spojita zobrazeni

Méjme f: X — Y a (X,U), (Y,V) necht jsou topologické prostory. Vezméme a € X. Pak f je
spojité v a, pokud pro kazdé okoli V bodu f(a) existuje okoli U bodu a takové, ze f(U) C V (staci
testovat vzhledem k bazi). f je spojité, je-li spojité v kazdém a € X.

C(X,Y)={f:X =Y : f je spojité}

VETA 4 ():
Necht f: X — Y a (X,U) a (Y,V) jsou topologické prostory. Pak f je spojité, pravé kdyz
pro kazdé V € Vje f~1(V) e U.
DUKAZ:
“:>”

Necht f € C(X,Y). ProV =0: f~1(0) = 0 € U, to je v poradku.
ProV #0a f(a) € V:

AU, eU:ae U, f(U,)CV

Tedy U, C f~1(V)a f71(V) = «ex U, a proto nutné f~(V) € U.

fla)ev
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“@”
Méjme a € X, f(a) € V € V. Podle piedpokladu o f vim, ze U = f~1(V) € U,

a €U. Mame f(U) C V (dokonce f(U) =V).
Tedy je f spojité v a, a to v kazdém a — f je tudiz spojité.

Q.E.D.

VETA 5 ():
Mgjme zobrazeni X 5Y 52, (X,u), (Y, V), (Z,W) jsou TPy, h = f < g.

(1) f,g jsou spojita zobrazeni = h je téz spojité
(ii) f spojité v a € X, g spojité v f(a) = h je spojité v a

DUKAZ:
(i) WcZ, WeWw. Pak

ev (g spoj.)

eu (f spoj.)

Tedy h je spojité.
(ii) a € X, h(a) € W € W. g je spojité v f(a), tedy IV € V takové, ze f(a) € V,
g(V) € W. f je spojité v a, tedy U € U takové, ze a € U, f(U) C V. Tedy
h(U) C W, takze h je spojité v a.
Q.E.D.
Méjme topologické prostory (X,U), (Y,V). Bijekce f: X — Y je homeomorfismus (isomor-

fismus topologickych prostort X a Y), pokud f i f~! jsou spojitd zobrazeni. X a Y jsou pak

homeomorfni.
Priklad: (0,1) a R (s euklidovskou topologii) jsou homeomorfni, nap¥. prostfednictvim

f:(0,1) = R, f(z) = tg(r(z — 1/2))

Kompaktni prostory
(X,U) bud topologicky prostor, E C X. Oteviené pokryti E pak bud
{Aveu:iery:|JADE
il
E je kompaktni mnoZina, pokud pro kazdé oteviené pokryti F existuje koneéné podpokryti
JCcI:|JADE
icJ

(X,U) je kompaktni prostor, pokud X je kompaktni.

(X,U) bud topologicky prostor, E C X. Pak (E,U’) bud topologicky podprostor s indukovanou
topologii. Plati, ze (E,U’) bude kompaktni jako topologické prostor, pravé kdyz F je kompaktni
jako podmnozina (X,U). Tedy kompaktnost je absolutni vliastnost.

Piiklad:

Vezméme R s euklidovskou topologii. (0,1) C R neni komapktni, R neni kompaktni, [0, co)
neni kompaktni, ale [a,b] C R je kompaktni.
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Priklad:
X =[0,27). Vezméme R? (napi. jako C).
[ X =Y, f(p)=e®

je spojita bijekce, ale f~! neni spojité:
Je spoj ] PojJ

,———.X
/= \

/7 YA

(= (==0--)=7=.===-)

VETA 6 ():
(X,U) bud hausdorffovsky topologicky prostor, Je-li K C X kompaktni, pak je K uzaviena.
DUKAZ:
Vezméme bod a € X \ K. Pak stadl najit okoli U, bodu a takové, ze U, N K = 0.
Pak totiz
X\K= |J U
aeX\K

je oteviena, tedy K je uzaviena.
Zvolme k € K, a € X \ K. Tyto dva body maji dle hausdorffovosti disjunktni okoli:

keVk)eU, acUk)=U, V(k)NU(a)=10

{V (k) : k € K} je pfitom oteviené pokryti K, tedy existuje kone¢né mnoho bodt k1, ..., &k,
takovych, ze:

K CV(k)U-UV(k)

v

Uvazme okoli a jako
Uk )n---U(kn)

U, CcU(k)  ie{l,....n}
UsnV(k)=0 ie{l,...,v}
U, NV =10

U,NK=0

Q.E.D.
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Topologie revisited

X, B Cexp(X), GB) ={JU : U C B}. Kdy je G(B) topologie na X?
Nutné podminky:

(i UB=x
(ii) A1, As € B= AN Ay € G(B)

Cvideni: Tyto dvé podminky jsou i postacujici.

Soudinova topologie

(X,U), (Y,V) necht jsou topologické prostory. Mé&jme soucin (X x Y, W), pak W bude soucinové
topologie zadand bazi

B={UxV:UelU,V eV}
B mé vlastnosti béze:

(i) dokonce X xY € B
(i) UxV,U' xV'eB

UxV)NU' xV)Y=U—NU)Yx(VNV')eB
—_— Y
eu 2%

VETA 7 ():
Kompaktnost se zachovava pfi tfech operacich:

(i) Pfechod k uzavienému podprostoru, tj.:

(X,U)kompaktni, Y C X uzaviendA = Y kompaktni

(ii) Obraz spojitym zobrazenim, tj.:

f: X — Y spojitd = f(x) je kompaktni podmnozina YV

(iii) Kratézsky soudin, tj.:

(X,U), (Y, V) kompaktni prostory = (X,U) x (Y, V) je téz kompaktni

Dukaz: Viz webovy text k pfednasce. Q.FE.D.

Definice:
Méjme X C M, e > 0. X je e-sif, pokud
Vae M 3be X :d(a,b) <e
a pak také plati

M = U B(a,¢)

aceX
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VETA 8 ():
Metricky prostor (M, d) je kompaktni, pravé kdyz pro V(x,) C M mé konvergentni podposloup-
nost (fikejme tomu vlastnost P).

LEMMA:

Ma-li (M, d) vlastnost P, (M, d) mé pro Ve > 0 kone¢nou e-sit.
DUKAZ:

Existuje r > 0 takové, ze (M, d) nem4 kone¢nou r-sif. Pfitom z; € M, tedy existuje
xo € M takové, ze d(x1,x2) > r (protoze {x;} neni r-sit). Ergo existuje x5 € M takové, ze
d(x;,x3) > rproi=1,2.

Tedy vyrobim (x,) C M takovou, Ze 1 < m < n. To znamend, ze d(z,,x,) > 7 a tak
(2,) neni konvergentni podposloupnost.

Tudiz (M, d) ale nem4 vlastnost P.

Q.E.D.

DUKAZ:

[13 2
<=

Méjme (M, d) s vlastnosti P. Pro spor necht O je oteviené pokryti M, které nemé
kone¢né podpokryti.

Vezméme S, := 1/n-sif. Dle lemmatu je S, kone¢nd. Vsimnéme si, ze Iz, € S, takovy,
7e B(xn,1/n) nelze pokryt koneéné mnoha prvky O.

Uvazim posloupnost (z,) C M. Pro jednoduchost necht z,, — o € M (z vlastnosti P,
prinejhorsim vyberu podposloupnost). « € U € O, tedy

Ir>0:Bla,r) CU
Vezmu m tak velké, ze
d(zm,a) <r/2AN1/m <r/2
a z trojuhelnikové nerovnosti plyne
B(zm,1/n) C B(a,r) CU

A mame spor, protoze pomoci B(x,,1/m) jsme pokryli U!

“:>”
Necht (M, d) je kompaktni. Vezméme libovolnou posloupnost (z,) C M.
a€M, a€ (xy), Ve >0:{n eN:d(z,,a) < e} nekonetna

M&-li (2,,) limitni bod a, tedy (x,) mé podposloupnost konvergujici z a.
Necht (z,,) z4dny limitni bod nemd. Neni-li ¢ € M limitnim bodem,

Ir(a) >0:I(a) ={n € N: =z, € B(a,r(a))} konetna
Z otevieného pokryti O = {B(a,r(a) : a € M} vyberu kone¢né podpokryti:
ai,az,...,ay € M : M = B(a1,r(a1)) U U B(ag, r(at))

I(a1)U---UI(a;) CN

I je koneéns

Vezmu si m € N\ I. Jak vypada z,,?

t
em ¢ | Blai,r(ai)) = M
i=1
Zase jsme dostali spor, x,, musi pfece nékde lezet.

Q.E.D.

10
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VETA 9 ():

X C R"™ je kompaktni, pravé kdyz je uzaviend a omezena (tzn. 3B : X C B kde B je koule).
DUKAZ:

[13 29
=

Plati v kazdém (M, d): X je kompaktni, tedy X je uzaviena (V.6-).
Bud X neomezena. Plati, ze pokud z,, € X \ By, (z,) C X utikd do oco. Mé&jme pevné
m € N, pak

lim d(zp,,z,) = +00

n—oo

(zn,) tedy nema kovnergentni podposloupnost, a to znamend, Ze X neni kompaktni.

TP

(Funguje v R™, ale nikoliv v obecném metrickém prostoru.)
Méjme uzavienou a omezenou X C R”.

XCK:[O,a]n:[o’a]x...x[()?a} a>0
—
nx

K je piitom kompaktni v R” (z V.7-(iii); [0,a] C R! je kompaktni). K je uzavieni
(kvuli V.6-), X je také uzaviend — jako podmnozina K. Podle V.7-(i) je X kompaktni
podmnozina K. Tedy X je kompaktni mnozina v R™.

Q.E.D.

VETA 10 ():
Mgjme spojité zobrazeni f: X — Y a topologické prostory (X,U), (Y, V), kde (X,U) je kompaktni.

(i) Bud Y =R, pak f na X nabyvd maxima i minima.
(ii) Bud f bijekce, Y hausdorffovské. Pak f~! je také spojité.

(iii) X, Y necht jsou metrické prostory, pak f je stejnomérné spojité:

Ve>036>0:a,be X, dx(a,b) <d=dy(f(a),f(b) <e

DUKAZ:

(i) Mg&jme f € C(X,R), X je kompaktni. Pak f(z) C R je kompaktni (V.7-(ii)). Podle
V.9- je f(z) uzaviend a omezend, tedy sup f(x) € f(z). Pak ale f(z) m4 nejvétsi prvek.
Obdoné m4 i prvek nejmensi.

(ii) Mé&jme bijektivni zobrazeni f: X — Y z kompaktniho do hausdorffovského topologického
prostoru. Vezméme i inverzni zobrazeni g := f~1.
T-0-D-O: bzz? V.4-iikd, ze g 1(Z), Z C X je uzaviena. Tedy (V.7-(i)) Z je kompaktn.
g YZ) = f(Z) C Y, pfitom f(Z) je kompaktni v YV (f je dle V.7-(ii) prosté). Tedy
f(Z) je uzaviend v Y (V.6-), a tedy spojita.

(iii) (cviceni)(podobné jako stejnomérnd spojitost f € C(0,1))

Q.E.D.

11
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Souvislé prostory

Definice:

Méjme (X,U). Rekneme, ze E C X je obojetna, je-li oteviend i uzaviena — napt. ), X.
Rekneme, 7ze (X,U) je nesouvisly, ma-li netrivialni obojetnou podmnozinu E.

Mgjme Y C X, pak Y je nesouvisli, je-li indukovany podprostor (Y,U’) nesouvisly.
Jinak fekneme, Ze (X,U) je souvisly, resp. Y je souvisl4.

VETA 11 ():
Méjme topologicky prostor (X, U):
(i) E C X je nesouvisla, pravé kdyz

JABcU:ECAUB, ANB=0.ANE#0, BNE#

(totéz plati s otevienymi i uzavienymi A, B).
(ii) (X,U) je souvisla, pravé kdyz

Va,b e X dsouvisla EC X :a,be E

(iii) E,F C X necht jsou souvislé, E N F # (. Pak plati, Ze F U F je téz souvisla.
DUKAZ:

(i) (cviceni)
(ii) Rozdélme na dvé implikace:
“@”
Ziejmé, uvazme F = X.
“:>”
(X,U) mé popsanou vlastnost, ale je nesouvisly, tj. existuje F' C X obojetna takova,
zZe F#QaX\F #0. Vezmusia € F,be X\ F asouvislou E C X takovou, Ze
a,be k.
Pritom plati, ze E C F U (X \ F), to ale podle (i) ukazuje nesouvislost E (konec
konct jde o sjednoceni dvou disjunktnich otevienych mnozin).

i Spor
(iii) Pro spor necht E U F je nesouvisla, tj. podle (i):
(1) EUFCAUB
(2) A, B oteviené
3) AnB=10
(4) AiB protinda EUF
Pfitom je-li E souvislé, pak F C A nebo E C B (jinak by podle (i) E byla nesouvisl4)
a stejné i F C A nebo F' C B.

E,FC A~ spor (BN(EUF)=0)

E,FC B~ spor (AN(EUF)=0)

ECAF C B~ spor (ANB#0)
Tedy méame spor a E'U F musi byt souvisla.

Q.E.D.
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Priklad:

E=[-5-1)U[2,7]CR
Pak E je nesouvisla, napt. A = (—o0,0), B = (0, +00).

VETA 12 ():
E C R je souvisla, praveé kdyz:
Ve<y<z, z,2€Ee E=>yekFk
(tj. E je interval).
DUKAZ:
“:>”
Nechf E neni interval, tedy druhé tvrzeni neplati.
A:=(-00,y),B:=(y,+x)~ ECAUB
a tedy F neni souvisld (podle V.11-(i)).
“@”
Necht E je nesouvisld, tedy

ECAUB:ANB=0, ANE#0, BNE#0)

a uvazme uzaviené A, B. Vezméme a € ANE abe BNE, a<b.
[a,b] ¢ E, tedy 3¢ ¢ E : a < ¢ < b, tj. E neni interval. Tedy pfedpokladejme necht
[a,b] C E a odvodme spor.

d=inf{x € [a,b] : x € B}
Tvrdim, ze d € B:
(i) d=b: jasné
(ii) d < b: d € B podle uzavienosti B

(iii) d > a: [a,d) C A= d € A (A je uzaviend).
1 Spor

Q.E.D.

VETA 13 ():

(i) Obraz souvislého prostoru je opét souvisly.
(ii) Soudin souvislych prostorti je také souvisly.

DUKAZ:

(i) Méame spojité zobrazeni f: X — Y, (X,U), (Y,V), a (X,U) je souvisly.
Tedy f(X) C Y je souvisld podmnozina v Y. Bez (jmy na obecnosti necht f(X) =
Y. Kdyby Y byl nesouvisly, tak Y = A U B (A, B neprazdné a oteviené). Tedy X =
F~HA) U f~4(B) a X je nesouvisly.
i Spor

13
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(il) (X,U), (Y, V) necht jsou souvislé, pak (X x Y, W) by mél byt téz souvisly (kde W je
soucinova topologie).
Diky V.11 — (i%) vime, Ze

a=(ax,ay), b= (bx,by), a,b€ X xY

Y/:{ax} xY

X' = X % {b,} } jsou souvislé podmnoziny v X x Y
= X y

(protoze X' 2 X a Y’ 2Y — jsou homeomorfni).
Vezméme bod {(ax,by)} = X' NY’, pak nutné X' NY’ # () a podle V.11-(iii) X' UY’
je souvisla podmnozina.

VETA 14 ():

(X,U) bud souvisly, f € C(X,R). Pak f(x) je interval v R. Tj. spojitd funkce na souvislém
prostoru nabyva vSech mezihodnot (vzpominate na Darbouxe?).
Dukaz: Piimy dusledek predchozi véty. Q.E.D.

Definice:

(X,U) bud topologicky prostor. E C X je obloukové souvisla, pokud Va, b € E existuje spojité
zobrazeni f:[0,1] — E takové, ze f(0) =a, f(1) =b.
Vsimnéme si, zZe je-li E obloukové souvisla, je také souvisla.

Piiklad:

Jsme v R?2 D E.

E = {(z,sin(l/x) : z € (0,1]} U ({0} x [-1,1])

E1 E2

(graf je sin(1/x) plus svisla tsecka v nule z -1 do 1).
E:=FE  UE, EiNEy,=10

je souvisla, ale neni obloukové souvisld (a € E; se neda spojit kiivkou s b € Ey — rozmyslete
si pro¢).

VETA 15 ():
E C R™ bud oteviend a souvisla, pak F je obloukové souvisla.
DUKAZ:

Vezméme binarni relaci na E: a ~ b < a,b se daji spojit kivkou lezici v F.
~ bud relace ekvivalence:

(i) reflexivita (a ~a): f(z) =a =z €]0,1]
(ii) symetrie (a ~b=b~a): g(z) = f(1—2x)

(iii) transitivita (a ~ b,b ~ ¢ = a ~ ¢):

[ f(2x) x €10,1/2]
hiw) = {g(zx —1) ze(1/2,1]

Pro takovou bude stale platit  : [0,1] — E.

14
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Mam mnozinu blokt (t¥id ekvivalence) E/ ~. Vezmu blok C' € E/ ~, tj. mnozinu vzajemné
ekvivalentnich (v ~) prvkii z E. Rikdm, ze C je oteviena: vezméme c € C, E je otevien4,
tedy vzdy B(e,r) C E pro n&jaké r» > 0. Mame-li tse¢ku u = bc C B(e,r) C E, nutné také
be B(e,r), b~ ¢, tedy B(c,r) C C.

Kazdy blok je tedy otevieny. Pokud bychom vsak méli takové bloky > 2, pak

E:OU< U B>

B blok
B£C

tedy by byla E nesouvisla.
Nutné tedy existuje pouze jeden blok, tedy

Va,be E:a~b
Q.E.D.

Poznamka:

Tato véta plati, i kdyz povolime jako kfivky jen lomené cary.

Co zZe je ta obloukova souvislost? V takovém pfipadé mizeme mit néjaké obloukové souvislé
kiivky A, B, kde jedna protina horni a dolni stranu néjakého étverce v R2, druhé protiné levou
a pravou stranu, a plati, Zze se museji nékde protnout. Pfitom pokud jsou kfivky jen souvislé,
jiz mohou byt i v takovémto pfipadé disjunktni.
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Uplné metrické prostory

Definice:

(M, d) je tplny, pokud kazdd Cauchyovské posloupnost (z,,) C M m4 limitu a € M.
Priklady:

(i) R je tplny, stejné tak R™ nebo [—5, +00) C R. Zato [0,1), Q C R uplné nejsou.

(ii) Cla,b] s maximovou metrikou je uplny (viz MA2). Mé&jme integralni metriku na C|a, bl:

b
d(f.g) = / (@) - g(a)] da

Takové metrika uz Gplny metricky prostor nedava!
Napf. méjme a = —1, b =1, (f,) € C[—1,1] cauchyovskou. f, si vyrobime mezi +1 a £1/n
konstantni (£1) a linedrni mezi F1/n. Vezméme m < n, pak

1/m

1
At = [ 1@ - fu@ldo < [ 1do=2/m

—1/m

(tedy je jisté cauchyovska).
Ptame se, jestli 3 f € C[-1,1] : f,, — f. To by ale znamenalo

[ -1 nal[-1,0)
F= { 1  na(0,1]

a to je ve sporu s tim, Ze f je spojita v 0.
(iii) Kompaktni metricky prostor je vzdy tplny (viz V.8-).
(iv) (-7/2,7/2) > R

f(z) = arctgz (bijekce)
[ Hz) =tgzx: (-n/2,7/2) - R
Tedy fi f~! jsou spojité a jde tudiz o homeomorfismus. Ale presto R je tiplny a (—7/2,7/2)
ne! f je totiz stejnomérné spojita, f~1 vSak ne (byly-li by obé stejnomérné spojité, jiz by se
uplnost zachovavala).
VETA 16 ():
Uplnost metrického prostoru se zachovava pii tiech operacich:

(i) Piechod k uzavienému podprostoru (je-li (M, d) aplny a E C M, E je uzaviena, pravé kdyz
(E,d) je tplny).

ii) Obraz prostym zobrazenim f, pokud f i f~! jsou stejnomérné spojita zobrazeni.
p Y p J ) 1%
(iii) Kartézsky soudin (jsou-li (M, d), (N, e) aplné, (M x N,v/d? + €?) je téz Gplny).

Diukaz: (cviceni) Q.E.D.
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Definice:

Zobrazeni f:(M,d) — (N, e) je kontrahujici, pokud

A0<g<l, Ve,ye M :e(f(z), f(y) < gd(z,y)

(v8imnéme si, ze f je pak i stejnomérné spojité).

Méme-li f: X — X, a € X je pevny bod f, pokud f(a) =a

Méme-li 1 € X, 29 = f(x1), 3 = f(x2), .. 0 (xn) C X, zpy1 = f(x,) nazveme posloupnosti
iteraci zobrazeni f.

VETA 17 (Picardova—Banachova o pevném bodu):

KaZzdé kontrahujici zobrazeni f uplného metrického prostoru do sebe ma pravé jeden pevny bod
a kazd4 posloupnost (x,,) iteraci f k nému konverguje.

DUKAZ:
Mgjme (z,,) C M. Ta je cauchyovskd, nebot

d($n+27$n+l) S qd(anrlaxn) S qzd(irna xnfl) S e S qnd(CUz, xl)
a vezmeme-li k,n € N,

n—1

A k
d(mn+k7 xn) S Z d(xn—i-i; Tp+i— 1

=1

"2 (g, 1) < d(wg, 1) Zq”“ ? = d(xg, 1)
=1

I\M?r

l—q
a (z,) je cauchyovskd, tzn. 3a € M : z,, — a.

a= lim z, = hm Tpa1 = hm f(zn)

n—oo

Ale pak ze spojitosti f plati
f(lim 2,) = f(a)

n—oo

a a je tedy pevny bod.
Je opravdu pouze jeden? Méjme a,b € M pevné body f:

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b) = d(a,b) =0=a =10

Q.E.D.

Piiklad:

Méjme y(z): I — R kde I C R je otevieny interval a 1 € I. Déale uvazme

y1) =3  y(z) =y (%)

¢emuz diky oné pocéateéni podmince (y(1) = 3) vyhovuje jen a pouze

y(z) =3/e-€”

Obecné méjme funkei typu (x):
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VETA 18 (Picard):

Necht f € C(R% R) a navic necht f je lipschitzovska:
IM >0, Yu,v,w € R: |f(u,v) — flu,w)| < Mv— w|

Pak Va € R m4 okoli I = (a — d,a + §), na némz mé () jednoznaéné feseni.
DUKAZ:

(*) je ekvivalentni rovnici

y=ya) =+ [ C f ey () de

xe€l=(a—0da+)9)
J=la—9a+/]
Polozme -
Aly) = #(a) = b+ [ fty(e) d
y =
Vsimnéme si, Ze 2/ (z) = f(x,y(x)) (2(x) ma na J spojitou derivaci). Tedy
A:CY(J,R) — C*(J,R)

(kde C*(J,R) = {g: J — R: g mé na J spojitou derivaci}).
C'(J,R) s maximovou metrikou je tplny prostor. Navic pro dostate¢né malé § > 0 je A

kontrahujici:
y(x), z(z) € C*(J,R) : d(A(y), A _2123( / flt,y(t)) dt — / ft, (¢ dt‘
= x| [ (7096 - .20 dt\ < max [ £ate) - 0]

<My (t)—=(1)]

a to podle Lipschitzovy podminky odhadnu jako

xzeJ

max/ M|y )| dt‘

/ Md(y, = )dt}—de(y, 2)

(x—a)Md(y,z)
Vezméme 6 < 1/2n, tzn. d(A(y), A(2)) < 1/2d(y, z) a tedy podle V.17- A mé jednoznacny

pevny bod y, A(y) = y.
Q.E.D.

Pozn.: Lze to i jednoduseji, nebot staci, ze f € Cla — §,a + 4.
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Funkce vice proménnych

Normovany vektorovy prostor
Normovany vektorovy prostor (nad R) X: || -||: X — R spliiujici (pro y,z € X, A € R)

(i) [|lz|] >0, ||lz]]=0&2=0
(i1) [[Az|[ = [A[|]=]
(iii) [z +yll < =] + [|yl]

d(z,y) := ||x — yl|| je metrika.
Piiklad:
R"™ s metrikou d,, je normovany vektorovy prostor,
lzllp = (l21]? + - - + |2a[?) /P
[l2]lo0 = max |;
Podobné pro Cla, b].

Banachuv prostor: Normovany vektorovy prostor, pro néjz je metrika d(z,y) = ||z — y|| iplna.

Vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem
Méjme X vektorovy prostor nad R se zobrazenim (-,-): X x X — R:

(i) (z,z) >0, (z,2)=02=0

(ii) (kx+ A2’ y) =k (x,y) + X (@', y) Vo, 2,y € X, Vk,\ € R
(iii) (z,y) = (y, )
Priklad:

Méjme R", pak
(x,y) = x1y1 + T2y2 + -+ + T Ym

- [ s

Kazdy vektorovy prostor se skalarnim soucinem je normovany vektorovy prostor (tedy i metricky,
tedy i topologicky prostor), nebot:

Mgjme C'la, b], pak

lzl| == V/(z, z)
Dle Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti (vezméme ji jako V1) plati trojihelnikova nerovnost:
X mé skal. soudin, z,y € X = (z,1)” < (z,2) (y,9)

(rovnost nastava pravé, kdyz x = cy kde ¢ € R).
= (z,y) < V(z,7) () —
2
(z,2) + (v, y) +2(z,y) < ( (z,2) + )
2
(x+y,x+y) ( x,z) + )

Vie+ty,z+y) <V(z,z) + \/<y7y>
|z 4yl < [l=|] + [|y]|

Hilberttv prostor: Uplny vektorovy prostor se skal. soué¢inem (tj. d(z,y) = \/{x — y,z — y)).
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Budeme uvazovat R™,
(T,y) = 21y1 + - + T Ym

2l = llzf| = o] = V{z,2) = Jai + - + 23,

a dale otevienou D C R™, f:D — R, a € D.

(i) Derivace funkce f v bodé a ve sméru v (v € R™, v # 0) je limita

}E% w =: va(a)

Napf. vezmeme ¢éstici a poSleme ji ve sméru v skrz D (tedy poleti po piimce a + vt, t € R), f
bude méfit teplotu v D. Pak okamzitd zména teploty ¢astice v bodé& a je pravé D, f(a).

fla+vt) = f(a) + Dy f(a) -t + ot) t—0

(kde o(t) je néjakd mriiavé chyba, kterd jesté navic jde sama taky k nule).
(ii) Parcialn{ derivace funkce f v bodé a podle proménné z; (1 < i < m) je limita

ceey U1, 0g h7 i+1ly.-yUm) ™ ) yoeey Um o
lim flai, .- ai—1,0i + hyaip am) — flar, as a )::i(a)
h—0 h 5331

of

(Sfi

(a) = Dfe,(a)

Gradientem funkce f v bodé a nazveme

viw= (@ L. W)

Sx1 " Sxy U S,

Priiklad:

S(yx?e¥ — 23 arctgx)
oy

= 2%(e¥ + yeY)

(iii) Funkce f ma v bodé a (totalni) diferenciél (neboli je f v a diferencovatelnd), existuje-li
linearni zobrazeni L: R™ — R takové, ze
lim

fla+v) = fla) = L(v)

v—0 ]|

=0

= fla+v)=f(a)+ L(v) +o(l[v]) ©v—0
(v — 0 pfitom znamen4, %e jeho euklidovské vzdalenost od nulového vektoru jde k nule).
Mohu vzit L podle a, tedy L = L, nebo také L := D f(a), L(v) = Df(a)(v).
Mgjme f:D — R™ tj. f = (f1,f2,---,fn), fi:D — R. Pak f md v a (totdlni) diferencial,
existuje-li linearni zobrazeni L: R™ — R™ takové, ze
—fla)-L
L lf(at o)~ 7a) ~ L))

v—0 [[v]]

=0

— fla+v) = f(a) + L(v) + a(v) v—0
Piitom a: R™ — R™, kde

e[l =o(l)  v—=0=(0,0,...,0)
—_——
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VETA 2 (vlastnosti totalniho diferencialu):
Méjme D C R™, f = (f1,--, fn)-

(i) f: D — R" je diferencovatelnd v bodé a € D, pravé kdyz kazda f;: D — R je diferencovatelna
v bodé€ a.
(ii) Je-li f: D — R™ diferencovatelnd v bodé a € D, je v a také spojita.

(iii) Je-li f: D — R diferencovatelnd v bodé a € D, mé v a v8echny parcidlni derivace (%(a)7

_ I

- (5$1

(a)h1 + ﬁ(CL)hQ + -

of
(5$2 T

OLm

Df(a)(h) (@)hm

(iv) Je-li f: D — R diferencovatelnd v bodé a € D a mame-li 0 # v € R™, pak

Dy f(a) = Df(a)(v)

DUKAZ:

(i) Cviceni na definice.
(ii) Zfejmé.

(iii) Vezméme L = D f(a), to znamené:
L(h) = L(Z hie;) = Z hiL(e;) = arhy + -+ + amhm
=1 i=1

of

5$i

fla+tei) = f(a) = L(te:) + of|[tes][) = tL(e:) + o(|t]) = tai + o(|t]) ~> ai — —=—(a)
(iv) Podobné, (cviceni).
Q.E.D.

Dusledek: Df(a) je jednozna¢né uréeny.
V.2-(iii) mZeme déle zobecnit jako

hy
h
(Vf(a),h) = <;—i(a),...,%(a)> , :2
R

Definice:

Méjme D C R™, f: D — R"™. Pak definujme Jacobiho matici zobrazeni f v bodé a jako

Jakobian: Determinant Jacobiho matice, postavime-li m = n.
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Dusledek:
11,1 11,2 ce ll,m hi
12,1 12,2 ce lQ,m ha n
Df(a)(h) = | . A R P PR
lni oz oo lom hm

= (500)

Pozn.: Vsimnéme si, ze fadky tvoii gradienty f;.
Piiklady:

(i) Vezméme f:R? — R a definujme ji jako

Pak pro a = 0 plati
D,f(0)=0 Yo

ale f neni spojita v 0.
(ii) Na osach f =1, jinak f = 0. Pak pro a = 0 plati

Sf _
50 =5 @=0

ale f nema zadnou jinou smeérovou derivaci.

VETA 4 (o vztahu parcidlnich derivaci a diferenciovatelnosti):

Méjme f:V — R a U C R™ okoli a. f nechf ma na U vSechny parcidlni derivace a kazda %

necht je spojitd v a. Pak f je v bodé a diferencovatelné.
DUKAZ:

Hlavni myslenka (podrobné v uéebnim textu):
m = 2, vezméme a = (0,0). Spojme a s n&jakym bodem h v U lomenou tseckou $1, ..., Sp.
Pak dle Lagrangovy véty o stfedni hodnoté pfiristek f na s; bude (?Tf(( ) - hy.

f(h) — f(0) = i piirtstek f na s; Z

5x
i=1 i

(kde bod ¢; lezi nékde na tisecce s;).

Z -(0) + o(IAl])

Q.E.D.
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VETA 5 ():
Necht f je spojitd na tseéce u a diferenciovatelnd v kazdém vnitfnim bodé u. Pak
¢ u: f(b) = fla) = Df(O)(b—a)
DUKAZ:

Vezméme F:[0,1] — R a nadefinujme si ji jako F'(t) = f(a +th), h=b—a, t € [0,1].
F je z pfedpokladu spojita na [0, 1],

fla+th+ Ah) — f(a+ th)

/T o
= ilino A o
[A]-||R]]
D th)(Ah) + o(||AR]|)
- Jim flat o = Df(a+ th)(h)

Lagrangova véta o stiedni hodnoté tvrdi, ze
Tty € (0,1): F(1) = F(0) = F'(to) = Df(a + toh)(h)
¢
Q.E.D.

Disledek:
D C R™ bud oteviena a souvisld, f: D — R, Df(a) = 0 (nulové linearni zobrazeni) pro
Ya € D. Pak f je na D konstantni.
DUKAZ:

Vezméme né&jaké dva body a a b a spojme je lomenou ¢arou (to umime z V1.15-). Pak
hodnoty v “bodech zlomu” (nazvéme je cy,...,c,) budou dle V.5- vSechny stejné:

fla) = f(c1) = f(c2) = f(e3) = - = f(b)
fle2) = fler) = Df(¢)(c2 —c1) = 0= f(ca) = f(c3)
——
0
Q.E.D.

Priklad:
Méme a € U CR™, f:V =R, v e R™, |jv|| =1

Def(e) iy 1010 =10
Pro jaky smér v je |D,f(a)| co nejvétsi? Predpokladejme, ze existuje Df(a). Pak D, f(a) =
Df(a)(v).
|Dy f(a)] = [Df(a)(v)] = {7 f(a),v)|

To ale umime odhadnout Cauchy—Schwarzovou nerovnosti jako

<[ @Il =l v f(a)]l

a navic vime, ze rovnost nastava, praveé kdyz v je néjaky nasobek gradientu. Protoze v je jednotkovy

vektor, takové jsou praveé dva:
1

vh = e v f(a)
v f(a)ll
1
v == V f(a)
v f(a)ll
vT a v~ jsou ony sméry nejvétsiho ristu, resp. poklesu funkce f v bodé a. Ten je tedy urcen

gradientem.
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Teéna (nad)rovina

Mé&jme D C R? otevienou, f: D — R, (z9, o) € D. Pak plocha bude {(z,y, f(x,)) : (z,y) € D}.
Necht f ma v bodé (xg,yo) diferencial:

) = f o) + 5 (o, o) = 0) + 5 (20, 50) 0 = 90) + o/ G — 20 T (4~ )

Zapomenme na chybu a vezméme pouze afinni funkci:
of of
z(z,y) = f(z0,y0) +5= (%0, Yo) (& — o) + = (0, Y0) (¥ — Yo)
20

Graf T této funkce pak nazveme te€nou rovinou T k plose P v bodé (xg, yo, 20 = f(x0,¥0))-

Vsimnéme si, Ze T je jedind rovina L = L(z,y) = zo + A(x — x¢) + B(y — yo), kterd spliiuje

f(@,y) = L(z,y) + o/ (z — 20)* + (y — 0)?)

of

E(foayo)(x —x0) + %(%, Y0)(y — yo) — (2 — 20) =

v f((zo,0)) = (%(%, Y0), %(55073/0))

1) 1)
VeR= (é(%,yo)a 5—5(330,210)7 —1)

(V,(xr — 20,y —Y0,2—20)) =0  V(z,y,2) €T

Tedy V je kolmy na T', neboli V' je normalovy vektor roviny 7'.

VETA 7 ():

Méjme otevienou U C R™, funkce f,g:U — R a n&jaky bod a € U. Necht f,g jsou defino-
vané v a:

(i) Paki kf + Ay je diferencovatelnd v a a mé v a diferencidl:

kD f(a) + ADg(b)

(ii) I fg je diferencovatelnd v a a ma v a diferencidl:

g(a) - Df(a) + f(a) - Dg(a)

(iii) Pokud g(a) # 0, pak i f/g je diferencovatelnd v a a ma v a diferencil:

1/9(a)*(f(a) - Df(a) - f(a) - Dg(a))

Dukaz: Nebudeme délat, vyjde se z definice diferencialu. Q.E.D.
Pozn.: (i) plati i v situaci f,g: U — R*
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Podobné i pro parcialni derivace:
6(kDf(a) + ADg(b))  _ Of

0x; (a) = H(Sa:l
ofg

290) = 2L (0) - gta) + (@) 220

0x;
f/g( - 2L (a) - g(a) - f(a) - 2% (a)
O g9(a)?

(@) + 225 4(a)

5xz

(1)
dg
0x;

(ii)

(iii)

VETA 8 (o diferencialu slozeného zobrazeni):

Mé&jme oteviené U CR™ a V C R™, f:U —V, g:V — R*. Vezméme a € U, b= f(a) € V.
Pfedpokladame, Zze f je diferencovatelné v a a g je diferencovatelné v b. Pak h = go f:U — R*
je diferencial v bodé a a pro diferencial h v a mame:

Dh(a) = Dg(b) o Df(a)

LEMMA 9:

V feci Jacobiho matic:

Shi, \"™ 3gi )’“’” (5fz )
= b =
<&Cj(a))i’j_l (32w (@)

k,m
59Z 5fv
<Z 6% 595] )>

i,j=1

V pripadé k£ = 1 je to pak zvlasté zajimavé, protoze f;:U C R™ — R, ¢:V — R, h:U C
R™ — R:

h:g(flana-"afn)
) =32 2L (@)

Pro poditani se slozenymi funkcemi se v praxi hodi tzv. Fetizkové pravidlo:

=(vg(f(a)), f'(a))
f:(fla"'afn)ﬂ f/:(f:{”f?/l)

Priklad:

Jak souvisi fetizkové pravidlo a zdkon zachovani energie?

Vezméme otevienou U C R™ a na ni zobrazeni F:U — R™. Toto zobrazeni si pred-
stavme jako silové pole, které nam Fika, jak velkd sila (a jakym smérem) ptisobi ve vSech
bodech U.

Posleme mnozinou U né&jakou &astici po draze v:[0,1] — U (v = (y1(t), ..., vm(2)))-
Predpokladejme, ze draha bude plné urcena silovym polem F.

Vyjdéme z Newtonova zdkona sily (sila = hmotnost x zrychleni):

F(y(t) = my"(t)

'Y” = (Vil(t)v v 57;;1(t))

(vSimnéme si, ze " pFedstavuje vektor zrychleni).
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Druhy fyzikalni pfedpoklad bude, ze existuje funkce f:U — R takova, ze
acU:F(a)=—v f(a)

(tzv. konzervativni pole). Potencidl f(a) definujme jako potencidlni energii ¢astice, je-li
v bodé a. Kineticka energie ¢astice v ¢ase ¢ € [0, 1] bude:

m/2-v(t)? =m/2-/ () =m/2- (3 (1),7'(t) = m/2- |l (D)

Zakon zachovani energie nam 1iké, Ze soucet potencialni a kinetické energie je konstantni:

fO @) +m/2-4'(1)* =:s(t)  te0,1]
s'(t) = (Vf(v(), 7' (£)) +m (Y (£),7" (1))
= (V)7 () + (' (£), m7" (t))
= (Vf(r(0)), 7' () + (V' (1), F(v(1)))
= (V)7 ) + (Y1), — v fF(v(1)))
(Vf @), 7' (#)) = (Vf(v(1)),7 (1)) = 0
Tedy s(t) je konstantni.

Q.E.D.

Parcialni derivace vys$8ich rada

Vezméme f:U C R™ — R. f mé §;f(a) pro Va € U, tedy 0;f: U — R. Parciélni derivaci druhého
fadu v a podle z; a x; pak bude
52 f
6;(0:f)(a) = (a)

o 5$j5$1

Obdobné se pak zavadéji i parcidlni derivace vySsich Fada.
Pozor, obecné mize zalezet na pofadi derivovani, napt.:

2 2
ﬂ%w:{w;$ 2 +y* #0

0 2?2 +y?=0
52 f
- J =1
52 f
- J -1

VETA 10 (o potadi parcialnich derivaci):
Mgjme f:U C R™ — R a bod a € U. Necht f méa nad U parcidlni derivace §,0;f, 8;0; f

v zapisu 9,0; f derivujeme nejdiiv podle ¢, pak podle j) a obé necht jsou spojité v a. Potom
j

52 f _8f

5;vj5;vi o 595@5%

(a)

DUKAZ:
Piedpoklddejme m = 2, tedy f(x,y). PoloZzme a = (0,0). Sta¢i ukazat, Ze pro Vh > 0

ve ¢tverci [0, h] x [0, h] existuji body o a 7 takové, Ze
oF
dxdy

52 f
(0) = m(ﬂ

(ze spojitosti v pocatku pak plyne zbytek).
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Oznacme si rohy ¢tverce jako
a=(0,0) b=(0,h) c=(h,0) d=(hh)

a dale si ozna¢me délku tsecky z néjakého a do [ jako:

f(u) = fap) == f(B) — f(e)

o [ fled) — f(ab) = p(h) — 9(0) (t) = |
C‘f“”‘“”‘“@+“”‘{f@@—f@ﬂzﬁm—im>5@w:ﬂm>

Na to si mizeme pfivolat pana Lagrange s vétou o stfedni hodnoté:
p(h) —p(0) =¢'(to)) - h  0<to<h
Uvazme /(1) = 8, f (ue),
= 62.f (ute) - h = (62 f(to, h) — 6a f(t0,0))h

a dle Lagrangeho stfedni hodnoty

= 5y(5wf(t0,t1)h2 0<t1 <h
—~—

T

Analogicky:
&=0.0,f(s0,51)h* 0 <sg,51<h
N——"
0y 0z (T) = 020y(0)
Q.E.D.

Pozn.: Rovnost lze dokazat i se slabsimi pfedpoklady.

K U C R™ definujme C*(U) jako mnoZinu vsech f:U — R, kde f m4 na U vsSechny parcialni
derivace fadu < k, a to spojité.
Disledek:
Méjme f € C*(U), bod a € U a dva vektory (i1,...,in) a (j1,-
permutaci (n < k). Pak plati:
onf onf

5{E1‘n t -5CE1‘1 (a) - (5$jn s (5$j1 (a)

.y Jn), které se lig{ jen

5 f 5t f 5t f
S oo \a) = 2 (Cl) = 2 (Cl)
dxdydzox 0x20ydz 0z0x20y

VETA 12 (Taylortiv rozvoj funkci vice proménnych):

Mgjme f:U CR™ = R, f € C"(U) a bod a € U. Pak v okoli @ mame rozvoj
1
flath)=> =

n
i=0

(h161 + hada + -+ + hymdm)' f(a) + o(||h||™)

~

1 gt tim f
= X

i1l i 5331'1-'-331'7“

(a) - hit -+~ hi + o(||n|")
i1,.ny im >0
i1+--'+im§n

(Tato rovnost plyne z multinomické véty.)
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Mé&jme iy + -+ + i, = 0, jdeme — f(a). Uvazme (h1d1 + -+ + hndm)' f, vezméme napi.
=2

82 f 82 f 82 f
(16 + hody)> f = (hidxdx + h3dydy + 2h1hedxdy) f = h%5;§-+»h35§5-+—2h1h25x5y

Lokalni extrémy

Mgjme f:U C R™ — R a bod a € U. Necht existuji é1 f(a),...,0nf(a). Jaké jsou podminky

lokélniho extrému funkce f v a?
Pfipomenime si, Ze neostré lokdlni minimum v a definujeme jako

F6>0: ||z —all <d= f(x) > f(a)
zatimco ostré lokdlni minimum v a bude
36>0:0< ||z —a|]| <d= f(z) > f(a)

Vsimnéme si, Zze ma-li f v a lokdlni extrém, </ f(a) = 0 (nebot pro Va,;, 1 <i<m: ;—f(a) =0).

Definujme staciondrni body (nebo také kritické body) jako {a € U : v/ f(a) = 0}.0“
Vezmu f € C?(U). Pak matice
62f m
H =
0= (@)

(tzv. Hessova matice) bude symetricka.
Nechf matice A € R"*" je symetrickd. Vezméme jeji kvadratickou formu:

n

wAz" = P(x1,...,x0) = Y ajzw;: RT—R

i,j=1
Pak A je pozitivné (negativné) definitni, pokud
Vo e R"\ {0} : P(z) >0
(resp. P(x) < 0), a pozitivné (negativng) semidefinitni, pokud:
Ve eR": P(z) >0
Matice A je indefinitni, pokud neni pozitivné ani negativné semidefinitni, tedy:

Jz,y e R": P(x) >0AP(y) <0

VETA 13 ():
Mgjme U C R™, f:U — R, f € C?(U). Pak vezmeme-li n&jaky bod a € U:
(i) vf(a)# 0= f nema v a lokdlni extrém (ani neostry).
(ii) v f(a) = 0,Hy(a) je pozitivné (resp. negativné) definitni = f ma v a ostré lokalni
minimum (resp. maximum).
(iii) v f(a) =0, Hf(a) je indefinitni = f nemd v a (zase) ani neostry lokalni extrém.
Netikame vSak nic o semidefinitnich maticich.
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DUKAZ:

(1)

(ii)

Necht napt. d1f(a) # 0. Pak
flar + hasg,...,an) = f(a) + 61 f(a)h + o(h)
a existuje d > 0 takové, ze
—d<h<0= f(a1 +h,az,...,a,) <0
nebo naopak

0<h<d= flar+h,az,...,a,) >0

Necht 7 f(a) = 0. f rozvineme v okoli a pomoci Taylorova rozvoje (V.12-) do fady
n=2:

Sphy + - +%h)

a+h)= f(a) +o(||h|*) hecR™

2
=0
i=1—->vfla)h=0

Flath)~ f(a) = éwlhl ot b (@) + o |0]?)

5 5 a)hih; + o(|[][*)

z]—

(kde P(...) je kvadratickd forma odpovidajici Hf(a))
1
= SIRIFP NP - o/ |1RI]) + 0(1)

1
= 5IIF(Pe) +0(1) e =e(h) = (h/lIAll,- hm/IPI])
Vsimnéme si, ze ||e|]| =1, tedy e € S = {z € R™ : ||z|| = 1}.

uw=Pla) = msin P(x)

M =P(p) = mgxP(x)

p< Ple)< M

Pritom Hy(a) (tj. P) je pozitivné definitni, pravé kdyz 0 < pu, a negativné definitni,
prave kdyz M < 0.
Necht Hy(a) je pozitivné definitni. Pak

Vee S:Ple)>u>0
=36>0, FIheR™:0< ||h—a|]| < ¢
= P(e)+o(l) > pu/2>0
= fla+h)— f(a) >0
a v a je ostré lokalni minimum. Stejné pro negativné definitni H(a).
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(iii) Hy(a) je indefinitni, pravé kdyz pn < 0 < M.

2

1 t
35>0, 9, 0<t <6, ltal| = t: fla+ta) — f(a) = 5(P(a) + (1)) < ?“ <0

2

2
Podobné f(a+t8) — f(a) —--- > 0.

Q.E.D.

Vezméme D C R™, f: D — R. D bud “kruhovity ttvar” sklddajicise z D = U U H (U je vnitiek,
H je hranice). Jaké jsou lokdlni a globélni extrémy funkce f?

V.13- ndm pomitiZe najit lokdlni extrémy na U (S = {a € U : 7 f(a) = 0}), musi ale platit, Ze
feC?).

Najit lokalni extrémy na H nam pomuzou najit Lagrangovy multiplikatory, o kterych si povime
blize zanedlouho.

Je-li D kompaktni, f (spojitd) na D nabyvd maximum i minimum. Neni-li D kompaktni, vSim-
neme si, ze umime-li najit globalni maximum, nasli jsme i lokalni maximum.

Priklad:

Méame f:R? — R definovanou jako:
f(z,y) =y* +ycosx —sinz — 2
Pak plati:
Vf(z,y) = (6af,6yf) = (—ysinz — cosx, 2y + cos z)

—ycosx +sinx —sinx
—sinx 2

i) = (
S:vf(z,y)=(0,0)= S ={(r/2+km,0): k€Z}

H(Ay) = (‘11 ;) neN, k=2n+1

1 -1
Hf(Ak)—<_1 2) neN, k=2n
kliché : P = —2? 4 2xy + 2y* = —(x — y)*> + 3y* (indef.)
ksudé : P = 2202zy + 2% = (z — y)> + > (poz. def.)

Tudiz pro liché k lokalni extrém nemame, zato sudé k m4 ostré lokalni minimum: f(sax) = —3.

f nem4 globdlni maximum — nap¥. pro f(7/2,y) = y> —3 —y_10 +00 (f neni shora
omezend). Alternativné to plyne z toho, Ze f nemd lokdlni maximum.

Ale co globalni minimum? f je 27w-periodickd v x, sta¢i se tedy na f(z,y) divat jen v pasu
0<x < 2m:

f0,y)=f@my)=y*+y—2=(y+1/2)>-9/4> —9/4 > —3 (hranice pdsu)

zeR, |y >2= f(z,y) >y — |y -3=(y£1/2)>-13/4>9/4> -1> -3

Tedy sof jsou vsechny body, v nichz f nabyva své globalni minimum —3.
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Implicitni funkce

Méjme soustavu funkci

Funkce vice proménnych — Implicitni funkce

Fi(z1,. . Ty Y1y sYn) =0
FQ(mla"-7x7n7y1)"'7y77«) :O
Fo(x1, o Ty Y1y Yn) =0
a bod (zo,90) € R™" F;(xo,y0) =0 (pro 1 <i < n).
To vse mizeme mit, pravé kdyz
yi:fi(xl,...,xm) 1<1<n
(lokalné v okoli (xo,yo))-
Zavedme si znadeni:
Fi = Fi(ﬂjl, s Ty Y1y e e ;yn) f1 = fi(xl, oo ,xm)
FZ(Fl,...,TL) f:(fl,...,n)
x=(T1,...,Tm) y=(Y1,---Yn)
5F1/5$1 5F1/5$m
Fy(z,y) = : : (z,9)
0F,/dx1 0F,/0xm
§f1/5$1 5F1/5$m
f(z) = : : (x)
6F1 /oy 6F1/d0yn
Fy(z,y) = : : (z,9)
OF, /oy 0F, /dyn

VETA 14 (o implicitnich funkcich):
Méjme F = (F, ...

,Fp) : W — R™ jako zobrazeni definované na okoli W C R™*" bodu (zo,¥o)

(kde zg € R™, yo € R™) spliiujici nasledujici podminky:

() F,eC'W)prol1<i<n
(ii) Fi(zo,y0)=0prol1<i<n
(iii) det F(wo,y0) # 0

Potom existuji okoli zg € U C R™, yo € V C R" takova, ze U x V C W a zaroven

VeeUdlyeV: Fi(x,y) =0

Tj. existuje zobrazeni f = (f1,..

1<i<n

. fn): U — V takové, ze

V(z,y) €U xV : F(z,y) =0y = f(x)

anavic f; € C*(U) pro 1 < i < n. Tedy zobrazeni f je diferencovatelné v Va € U a zéroven

fl(@) = =Fy(x, f(2) ™" - Fi(z, f(2))
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T-0O-D-0: néjak hezky navéizat, tady véta samotnd koné¢i... co to tu vlastné je? ;-)

Fi(z1, ..., 2m, f1(z),..., fu(z)) =0 1<k<n,zeU

OF;, S of;
0x; Z 0y; 0x; =0
5F1/5y1 5F1/5yn 5f1/5l‘1 5F1/5$1
0F,/0y1 -+ OF, /5yn (an/ézzcZ 0F, /(S;UZ
A
5F1/5$1 )
5Fn/5a:1 det(A
013/0m = — =3 Fi(x, f(x - det44

(v Citateli zaménime j-ty sloupec).
VETA 15 (o inverznich funkcich):

Mégjme f:U — R™, otevienou U C R™, xy € U (oznacme yo = f(xo)). Necht f spliiuje f €
cHU),
det(dz; fi(20))i=1 # 0

Pak existuji okoli o € U’ C R™, yo € V. C R™ takova, ze f:U’ — V je bijekce, f~1 € CY(V)
a zaroven

Vo e Uy = f(z) €V :Df (y) = (Df())™"
(a podobné i pro Jacobiho matice).

DUKAZ:

Plyne z V.14-. Vezméme x = z1,...,Tm, Y = Y1, - - - Ym:
F(z,y) = f(z) -y

i =gi(Y1,- -, ym) = Fx,y) =0 1<i<m

Predpoklady V.14- jsme tak tedy splnili (F je C, F(xg,y0) = 0, determinant je také nulovy).
Mam okoli yg € V C R™, g:V — U takové, ze

VyeV: f(z)—y=062=g(y)

= flgw)=y=g9=1"

Vezmu U’ := g(V). Pak f:U' — V a g:V — U’. U’ je okoli xg, protoze U’ je f=(V).
Q.E.D.

Poznamka:

Mgjme f:U' — V, U,V € R™, f je bijekce, f € CY(U'), f~* € C1(V). Takovému zobrazeni
fikdme difeomorfismus.
Méjme U C R™ otevienou, f:U — R, F;:U — R (1 <i <n <m). Necht f, F; € C1(U):
H={zeR": F(x)="--=F,(z) =0}
Jak najit lokalni extrémy f na H?
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VETA 16 (Lagrangeovy multiplikatory):

a € H bud bod lokilniho extrému, f na H. Méme matici (3,;F;(a));;; majici maximalni
hodnost (tj. n, neboli 7 Fi(a),...,VFy(a) jsou linedrné nezavislé vektory v R™). Potom existuji
éisla A1,..., A\, € R takova, Ze:

V@)=Y AV F)=0
i=1
iﬁ(a)—i&'@(a)=0 1<j<m
=1

(5$j (5$j

DUKAZ:

Bez jmy na obecnosti necht:
det(0s,, .., F(a),04,,_, . F(a),..., 0z, F(a)) #0

Llyeeeym = L1y ey m—nysTm—n+ly:--ryILm
Yy z
a= (a1, Gm_n, Gm—ntls---sam)
Yo 20
Pak podle V.14- existuje zobrazeni g = (g1, . .., gn) definované na okoli yo takové, Ze (lokalng)

plati:
Fi(y,2)=0&z2=9g(y) 1<i<n

Nyni pfedpokladame, ze funkce
hy) = f(y,91(%), -, 9n(¥))
mé v bodé yo lokalni extrém, bez vazby, neboli \7h(yo) = 0:

of "~ 6f dg; )
5 (%0, 9(v0)) + ;:1 52; (0, 9(yo)) 5y, (Yo)=0 1<i<m-—n

Dy f(yo,9(yo)) + D= f(y0.9(v0)) - Dg(yo) =0
Podle V.14- si ale miZeme Dg(yo) spocitat:
Dg(yo) = —(D=F(y0, 9(v0))) " - DyF (yo, 9(v0))
Dyf —D.f - (D.F)""-D,F =0
—
A=1,..., ) =D.f - (D, F) !
D,f —AD,F =0
D.f—AD.F=0
= Df —ADF =0
Q.E.D.

Poznamky:

(i) Jaky je geometricky vyznam této véty? Mé&jme a € H jako bod lokélniho extrému f na
H. V tom piipadé
v/f(a) € Lin({vFi(a), ..., VFn(a)})
(kde Lin je linearni obal). Vsimnéme si, ze tohle plati trividlng pro </ f(a) = 0. Jak je
to ale v piipadé, ze 7/ f(a) # 07
TN, = {z € R™ : 3 L 7f(a) & (7/(a),z) = 0}
je te¢ny prostor (posunuty od pocatku) k plose
N=A{zeR": f(z) = f(a)}

v bodé a (s dimenzi m — 1).
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Méjme plochu
H={zeR":F(x)="--=F,(z) =0}

TH, ={z e R": (VFi(a),z) = =(VF,(a),z) =0}
pak bude teény prostor k plose H v bodé a (s dimenzi m — n).

Pak se da V.16- preformulovat jako: méa-li f v a lokdlni extrém vzhledem k H, pak

TH, CTN,

(ii) Vezméme si Lagrangovu funkci:

L(J}, /\) = L(Il, cee s Ty, /\1, sy /\n) = f(l‘) — Z)\iFl(JJ)

gL = (ﬁm P LALLMy WL <x>,—F1<x>,..-7—Fn<w>)
1=1

Sx1 Sx1 T b — 0Zm
i

VL(@A) =0 <= vf(@) =Y NV F() A Fi(z) == Fy(z) =0 (. z € H)
i=1
Tedy V.16- 1ze preformulovat také jako: ma-li f v a lokalni extrém vzhledem k H, pak

INER": vL(a,\) =0

VETA 17 ():

Mé&jme otevienou U C R™, f F; € C?>(U), 1 <i<n <m,

H={zeR™:F(zx)="---F,(z) =0}

n,m

a pro Vo € U ma matice (d,;F;(x)); 2, maximalng hodnost n, a € H a 7 f(a) # 0. Pak plati:

(i) Pokud pro VA € R™ médme 7L(a,\) # 0, pak f v a nem4 lokalni extrém vzhledem k H.
(Diisledek V.16-.)

(ii) Necht A € R™ spliuje 7 L(a, A) = 0. Pokud kvadraticka forma

m 2
P(hl,...,hm) = 0L 4(a7>\)hih]‘

je pozitivné (negativné) definitni na vektorech h € TH,, pak f mé v a ostré lokalni minimum
(maximum) vzhledem k H.

(iii) Pokud je tato kvadraticka forma indefinitni, f nem& v a lokdlni extrém vzhledem k H.
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Zakladni véta algebry
Kazdy nekonstantni polynom
p(Z) =anz" + an—lznil +-- 4+ a1z +ag
a; €C,n>1, a, #0

ma alespon jeden komplexni kofen.

Podivejme se, jak bychom néco takového dokazovali s vyuzitim naSich soucasnych znalosti kolem
extrémi funkci vice proménnych.

Chceme tedy najit ¢islo zg € C takové, ze p(z0) = 0.

Vezméme f(z) = |p(2)|:C — R{. Piitom C chépeme jako R?, tzn. |a + bi| = vaZ + b2. Jinak fedeno
f(2):R? — R{. Viimnéme si, Ze f je spojita:

p(2)] = [pla + bi)| = \/r(a,b)? + s(a,b)> 7,5 € Rz, y]
Plan boje:
(i) Nejdiive ovéime, ze f nabyva na C (tedy R?) minima, tj.:

min [p(2)| = [p(z0)] 20 €C

(ii) Vezméme néjaké u € C. Pak by mélo platit:
flu)>0=3u' €C: f(u) < f(u)

Plati-li pak (i) i (ii), globalni minimum zo z (i) uz je kofen p a plati p(zp) = 0.

(i) Vezméme si polomér

2 1) 2
R::max(l,M " max |ai|>

|an| ’ m 0<i<n—1
a podivejme se, co se stane, zvolime-li komplexni ¢islo vétsi nez tento polomér:
2| > R = |p(2)| = |anz" + an_12"" 4+ ao|

= |2"|an + an—1/2 + -+ ag/2"|

n—1
> |z|“(|an| B |ai/z“|)
1=0
n—1

> |z <|an| - ; |ai|/|z|)

n - maxo<i<n—1 |Q;

|ao| +1 |an|

lan| 2
(Pozor, tento Fetéz nerovnosti plati pouze, je-li z > 1, ale na to uz jsem myslel pfi definici R.)
Tedy jsem pravé dokazal, ze

z = |ag| +1

2| > R = [p(2)| = lao| +1 > lao| = |p(0)]

Vezmu-li si kruh K := {z € C: |z] < R}, bude to kompaktni mnozina, a z toho, co jsme si pravé
dokéazali, plyne:

inf = inf = K
inf |p(2)] = inf [p(=)| = Ip(z0)] 20 €

(Posledni rovnost plati, nebot K je kompaktni a f(2) je spojita.)
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(i) Méjme z € C, z # 0. Vzpomerime si na alternativni zapis komplexnich ¢isel:
z =r(cosp +ising) = re’? r=1z] >0, ¢ €]0,271), ¢ = arg(z)
Mam-li u,v € C, 0 < |u| < |v|, plati:

|arg(u) —arg(v)| = 7 = [u+v| = |v] = |ul

LEMMA:
Zvolme a € C, a # 0, n € N, r > 0. Pak plati, ze

az":{zeC:lz| < (r/la)Y"} = {z € C:|z| <7}

je zobrazeni na (surjektivni).
DUKAZ:
Necht z € B. Pak je-li 2 =0, z = a - 0™, jinak

|Z|1/neiarg(z)/n

20 = |a|1/neiarg(a)/n

a tudiz azg = z.

Q.E.D.

u € C, f(u) >0, tj. [p(uw)] >0, tj. p(u) # 0. p(z) vyjadiime (se vzpominkou na p. Taylora)
takto:
p(z) =bo+bi(z—n)+ -+ bz —n)" b € C

p(z) =ag+arz+ -+ az"

T-0-D-0: Nésledujici text asi mlzi. To je ale linedrni podle n&jakého k v bézi {1,z,22...}.
Vyjadrime to v jiné bazi:
{1,z—n,(z—n)%,...}

Jak vypadaji koeficienty?
bo=pn) #0 bn =an, #0

Vezméme nejmensi k& > 1 takové, ze by # 0:

p(2) = bo + br(z —n)* + Z bi(z —n) = by + p1(2) + p2(2)
i=k+1
Pro z — u mam p2(2) = o(p1(z)). Vezmu § > 0 takové, aby

|z —ul <& = |p2(2)] < [p1(2)]/2

Zvolim 7 > 0 tak malé, aby 7 < |bg| a (r/|bk|)/* < §. Zvolim ¢ € C takové, 7e 0 < |c| < r < |b
a ¢ je opacné k by. Podle lemmatu existuje v’ € C takové, ze

0 < |u' —ul < (r/|bk)Y* <5 Ap1 (W) = ¢

A
p(w)] = [bo + p1(u’) + p2(u')] < [bo + cf + [p2(u)]
= |bo| — lel + |p2(u')] < [bo| — [e]/2 < |bo| = [p(u)]

Q.E.D.
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Obyc¢ejné diferenciadlni rovnice

Uvod

Diferencialni rovnice se pouzivaji zejména velmi casto pro modely ve fyzice, biologii, ekonomii, ...

Vzpomeneme-li si na Newtonuv zékon sily, ten muzeme zapsat jako:

d?z
m—s =F x=x(t
dx
F=|taxt),—
(o0, 57 )
V jednoduchém pt¥ipadé F' = —mg. Vezméme F’ konstantni, pak takovouto jednoduchou diferencialni rovnici

muizeme vyTtesit jako
z(t) = —gt?/2 + c1t + ¢z

Mame dva typy diferencidlni rovnic - obycejné a parcialni. Parcidlnimi rovnicemi se zde zabyvat
nebudeme, jen si ukdzeme nékolik jejich prikladis:

(i) Mame-li u = u(z,y), Laplaceova rovnice potencidlu Fika:

(ii) Médme-li v = u(x,t), rovnice difize (vedeni tepla) zni takto:

5%u  du

522 ot
(iii) Méame-li opét u = u(z,t), vinova rovnice Fika:

,0%u  6%u
““— = —
dz2  ot?

Naopak dobry priklad obycejné diferencialni rovnice je rovnice radioaktivniho rozpadu:

dR
—=-kR  R=R()

Obecny tvar diferencidlni rovnice vypada takto:

F(z,y,y,y",...,y(n)) =0

y = y(x) je nezndmé funkce, F je tzv. rovnicové funkce n + 2 proménnych. n je pak ¥ad rovnice.

Diferencialni rovnice mizeme také rozdélit na linedrni a nelinearni, v zavislosti na linearité F' — tj.
mam rovnici

an(z)y™ + -+ a1(z)y’ + ao(z)y = b(x)

kde a;(x), b(x) jsou zadané funkce.
Je-li F' polynom, dostanu algebraickou diferencialni rovnici:

W) +2y =2 =0
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Mgjme kyvadlo na Stiiirce dlouhé [, zajima nés zavislost tthlu © na ¢ase t. To je piiklad nelinedrni (a dokonce
nealgebraické) diferencialni rovnice:

d’e g .
W—FISIHGZO

Pro mal4 © lze vSak aproximovat sin © &~ ©, ¢m# ji% dostaneme linedrni diferencialni rovnici druhého fadu:

d’0 g
iz 7790

I v #i8i diferencidlnich rovnic mizeme potkat implicitni funkce. Ty fesime vzhledem k 3™, tj.:

y(n) = G(x’ y? yl7 R 7y(n71))

Pfitom samotné feSeni diferencidlnich rovnic (zejména nelinedrnich) vychdzeji Casto jako implicitni
funkece.

Piiklad:

dy w2

dx 1+y2°

Méjme y = y(z) a diferencialni rovnici Tu fesi implicitni funkce dand rovnici

VP 4dy—ad4+c=0

$2

1+y?

0=3y%"+3y — 322 =y =

Reseni diferencialni rovnice je dvojice (y, I), kde y = y(t) je funkce definovana na otevieném intervalu
I C R a fesi zadanou diferenciélni rovnici. (ReSeni miize byt i vice, napi. 3’ = 0 ma nekoneéné mnoho
FeSeni: y(x) = ¢.)

(¥, J) je rozsiFenim FesSeni (y,I), pokud J D I, z € I = y(z) = y(z). Maximalni FeSeni je takové,
které uz se neda rozsirit.

VETA 1 (Picard):

Pfipomernime si Picardovu vétu, tentokrate v feci diferencidlnich rovnic. Vezméme si diferencidlni
rovnici
y(z0) = yo

Y (x) = fz,y)

Méjme otevienou mnozinu 2 C R2, bod (z9,%0) € Q a spojitou funkci f € C(Q) na Q lokdlné
lipschitzovskou vzhledem k y.
Pak ma rovnice lokdlné jednoznac¢né feseni, tj.

: y(zo) = Yo

1 _
3h>0, Ay(@) € Clao—hmoth): "y 0

(na intervalu (zg — h, 29 + h)).
Pfitom funkce bude “lokalné lipschitzovska”, pokud kazdy bod z Q mé okoli U a konstantu
k > 0 takovou, ze:

(ac,y), (CE,?) el = If(x,y) - f(x7y)| < K|y —?|
Vsimnéme si pfitom, ze g—g € C(Q) = f je lokélné lipschitzovské na .
Dukaz: Uz byl. Q.E.D.
VETA 2 (Peano):

Zredukujeme-li predpoklady pouze na f € C(f2), dostaneme pouze existenci (ne vzdy je zarucena
jednoznacnost).
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Dtisledek V1
Mé&jme (y1,1) a (yo, J), které Tesi y' = f(z,y) a y1(a) = y2(a) pro néjaké a € I N J. Pak oviem
y1 =y na INJ.
Piiklad:
Mgjme y(z) v R,
y(0)=0
y/ — xy2

Pak vsSak nésledujici poc¢atecni podminky davaji nejednoznacnost:

/3

y1 =0
ya(z) = (¢/6)* = 2°/6°

Postupy reSeni rovnic
(1) Linearni rovnice
y +a(@)y=>0bx) y=y(@), a,beC(I)

(i) Integraénim faktorem:
Hledame integra¢ni faktor c = ¢(z) takovy, zZe

c-LS=(cy)
c (Y +ay)=(c-y)
c-a=c

c’/c:a:>(logc)':aic:c(x):eA:A:/a

(cy) =c-LS=c-PS=ch
(cy)':cb:>cy:/cb

Polozme cy = D, kde D je primitivni funkce k cb.

y(x) =D/c= e*A/eA(m)b(x) dx

(ii) Variaci konstant:
Méame homogenni rovnici y’ + ay = 0, tj.

I

y//y: —a= (logy) =—a=logy=—-A+c=y(z) = Ke— A

kde K je néjaké konstanta, K = K (z). Jak bude vypadat?

(Ke™) +a(Ke ) =1b
K'e 4 =b

K'zbeA:K:/beA—Fc

39



Martin Klazar — Matematicka analyza III Obycejné diferencialni rovnice — Postupy FeSeni rovnic

Dosadme toto do pivodni rovnosti:

Y(z) = =A@ ( / A h(2) da + c>

Priklad:
Odvodime si vzorec pro volny pad. Méjme c¢astici o hmotnosti m > 0 a odpor povétii kv

(kde k > 0 je konstanta). Ptisobi proti sobé& tedy dvé sily, mg a kv. Dle pana Newtona:

mﬁ—mg kv

v +ou(k/m)=g

Protoze k/m a g jsou konstanty, jako integra¢ni faktor dostaneme ¢ = e**/™ a(z) = k/m,
b(x) = g. Tedy TeSeni bude

v(t) = mg/k + cre” /™
Vezmeéme jako pocateéni podminku v(0). Tedy ¢; = —mg/k,
v(t) = % (1 - e_kt/m)

Pro t — +00 dostavame limitni rychlost

mg
m; = —
lim A
(2) Rovnice se separovanymi proménnymi:
y' = f(x)g(y)

Zapisujeme jako:
dy/dx = f(x)g(y)  dy/g(y) = f(x)dx

[vjaw) = [ f@ o

Priklady:
2
T
i) Méj "= ———. Pak:
(i) Mg&jme y e a
A +y*)dy =2’de  y=y(a)
y+vy*/3=2/3+c
V¥ +3y—a*+c=0
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(ii) Zkusme odvodit tnikovou (druhou kosmickou) rychlost. M&jme hmotny bod o hmotnosti
m ve vySce x nad povrchem zemé o poloméru R. Jak vypada tize F'7
Newtonav gravita¢ni zakon nam rika, ze
_ K
- (z+R)?
kde K je konstanta — polozme x = 0, pak
mg = K/R* = K = mgR?
_ mgR?
- (z+R)?

Vezméme rychlost v ¢ase t jako v = v(t) a polohu x = z(t). Pak dle pana Newtona

dv mgR?

@t T (@t RS

Abychom dostali jen jednu nezndmou, od ¢ pfejdeme k nezavislé proménné x — zderivu-
jme v jako sloZenou funkci:

dv dv dx dv

oy =

dt dx dt dx
Prepisme tedy nasi ptivodni rovnici bez t:

dv gR?

Ydr = @+ R)?

V této rovnici jiz ale madme separované proménné!

odp — I dr
N (z + R)?
R2
2/9 _ g
v/ x+R+C

Vezméme pocateéni podminku
t=0:v =1y, =0= v(0) =g
Pak nutné
c=1v3/2—gR
29 R?
z+ R

Chceme vg zvolit takové, aby v(x) byla definovana pro Vo > 0. Tedy v? by mélo byt
nezaporné, tzn. v3 > 2gR. Unikova rychlost je tudiz

v? = v3 — 2gR +

Vo = 2gR

(3) Exaktni rovnice:

M(z,y) + N(z,y)y =0

Takovou rovnici bychom uméli snadno vyfesit, existovala-li by funkce ¢ = ¢(x,y) takova, ze
dpp=M,d,0=N:
p(x,y(x)) =0

Pak feseni piivodni rovnice je dané implicitné jako

p(z,y(z)) =c
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Necht M, N,d, M, 6, N jsou spojité na néjakém obdélniku R = (a, 3) x (7,0). Pak

Jp:beo=M, byp=N=06,M =0, N
()

v 8% 520
(protoze Soky = 5y5$).

Necht naopak §, M = 6, N, chceme ¢ spliiujici vztahy (x). Vezméme 6, ¢ = M a zintegrujme
podle z (pro pevné y). To nam déva

p(z,y) = / M(t,y) dt + ¥ (y)
Aby 6y ¢ = N, musim mit:

dp [T M v
5y 5y/Mtydt+d— 5( y)dt I

dy / 5
OIN _ oM __ 0.

To je vsak funkce pouze podle y — kdyz to zderivuji podle z, dostanu - Sy

Wly) = / ’ <N<x, y) / ' (S(S—]\;(t,y) dt)
gp(;v,y):/rM(t,y)dt—k/y (N(x,s)—/zi—]\;(t,y)dt> ds

Priklad:

d
(ycosx + 2xe?) + (sinz + 2%e¥ + 2) d_y =0
x

M N

(cvideni)

M(z,y) + N(z,y)y" = 0 je exaktni, pravé kdyz existuje ¢ = p(x,y) takové, ze d,p = M, d,0 = N
(p(z,y(x)) =0, tj. (z,y(z)) = c). To si dokdzeme v nésledujicim tvrzeni.

VETA 4 ():
Méjme M, N, 5,M, 6, N: R — R nechf jsou spojité, R = (c, §) X (7,9). Rovnice
M(z,y) + N(z,y)y’ =0

je exaktni, pravé kdyz na R plati 6, M = 0, N. Je-li podminka splnéna, potom funkce

Y YoM
o(x,y) / Msy)ds+/ N(x,t) — 5—(s,t)ds dt
Yo zo Y

h(z,t)

splituje na R vztahy 6,0 = M, 6y, = N (kde (z0,y0) € R je libovolné zvoleny bod).
DUKAZ:
Necht ¢ existuje. Pak dle V2.10-:

o0y M = 5zyg0 = 551@ =0, N
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Opaéné implikace bude ale trochu pracnéjsi. Necht na R plati 6,M = 0, N:
5zh(331, t) = 5zN($1,t) — 5yM($1,t) = 0
(podle predpokladil). ¢ je pevné, tedy h(z,t) je konstantni. h(zx,y) zavisi jen na y, tudiz

Setp(z1,y) = M(z1,y)

a proto o, = M.
Jesté nam vsak zbyva druha rovnost. Polozme

xT
9(z,y) = / M(s,y)ds
zo
a vS8imnéme si, ze mame-li pro néjaké (z,y;) € R rovnost
xT
oyg(w, 1) = / 6y M (s, y1) ds
o

mame jiz vyhrano:

T oM
dyp(x,y1) = dyg(z,y1) + N(z,y1) — @(Sayl) ds
Zo
5y80($,y1) = N(z,y1)
dyp =N

Jak ale dokdzat onu predoklddanou rovnost? Méjme x > xg, h > 0 (y1 + h < §). Existuje
funkce © = ©(s) takovd, ze

M(Sa Y+ h) - M(sv yl) - héuM(& Y1+ @(8))
(to nam Fika za pfedpokladu 3s € [z9, 2] = 0 < O(s) < h Lagrangova véta o stfedni hodnoté).

gz, g1 +h) —gle,y) _ /”” M{(s,y1 +h) — M(s, 1
h o h

Ptitom 6, M je stejnomérné spojitad na kompaktni podmnoziné R, tedy pro dané ¢ > 0 existuje
n > 0 takové, ze s € [zg,z] A © € [0,7]. To oviem znamena, ze

|0, M(s,y1 +©) —d,M(s,y1)| < ¢

) ds = /w Sy M (s,y1 +0(s))ds

Kdyz vsak h < n,

‘/ 5yM(S,y1+@(s))ds—/ dyM(s,y1)ds

< / |dy M (s,y1 + O(s)) — 6y M (s,y1)| ds < e(x — o)

0

9 h) — ) *
= ‘g(;v Y1+ })l g(z,y1) _/ Oy M (s,y1)ds| < e(z — o)
Zo
h _ xT
SRS ER Ry
h—0 h vo
Q.E.D.
Rovnice vys$sich rada
F(z,y,y,9y",...,y") =0 (kdey = y(z)) platina I C R, pravékdyzy1 = v, v2 =¥, .., Yn =Y, 1,
F(z,y,y1,92,---,Yn) =02 y,y1,...,Yn jsou na F FeSenim této soustavy.

Tedy misto vicendsobnych derivaci jsme si zavedli n&jaké dalsi pomocné funkce, vzdyt preci y” = (y')’.
Linearni diferencialni rovnici n-tého radu

Yt a1y Y b dagy+b=0 ;= ai(a)
muzeme timto trividlnim zptsobem pfevést na linearni soustavu
=y Y=y . Yo =Yp
Yn + Cn1Yn—1+ -+ a1y1 +apy +b=0

diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
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Soustava linearnich rovnic se ovSem d4 Fesit pomoci matic. Pro nasi soustavu y’ = Ay + b, neboli

Y1 =aiay 4+ 4 ainyn + b

yiz =0np1Y1+ + anplYn + by

aij = ai,;(x)
bi = bz(i)

kde y1,...,yn jsou nezndmé funkce, miazeme vyrobit tyto matice:

: I — R spojité

Y1
Y2

y=| . A: T — R™*? b: I — R"
Yn
VETA 5 ():
Bud I C R otevieny interval, a; j, b;: I — Rspojité, 1 <i,j <n, A:=(a;;),b:= (b1 - by )T,
xo €1, y° € R™.

Pak soustava y’ = Ay + b s poc¢ateéni podminkou y(zo) = y° méa na I jediné feseni.
Dukaz: Délat nebudeme. Lze dokézat pomoci véty o kontrahujicim zobrazeni. Q.FE.D.

Definice:

Pfipometime si, ze C*(I) = {f : f mé na I spojitou prvni derivaci}. Budeme pracovat ve
vektorovém prostoru C1(I)™ (n-tic takovych funkci) nad R.
H:={y=(y1,--.,Yn) : y je na I FeSeni homogenni soustavy y’ = Ay }
M :={y = (y1,...,yn) : y je na I feSeni nehomogenni soustavy y' = Ay +b }

VETA 6 ():
H je vekotorvy podprostor C*(I)" dimenze n, M je afinni podprostor C'(I)" dimenze n, a navic
M = H + y pro kazdé y € M.
DUKAZ:

Mé-li byt H vektorovy prostor, pro y*,y? € H, a, 3 € R musi ay' + fy* € H. ({cvideni)proé
plati.) Dale pokudy € Mahe M,y+he M. (y+h) =y +h = Ay+b+Ah = A(y+h)+b,
tj. y+heM)

Méme-li zadané y €, z € M milizeme psét jako z =y+ (z—y)az—y € H,tedy M =y+ H.

dim H = n plyne z V.5-: Vezméme libovolny bod 29 € I; pro ¢ = 1...n mdm y(i) € M

takové, ze y(i)(zo) = (0,...,0,1,0,...,0) mé jednicku na i-tém misté ((¢) je prosté jen dalsi
index y). Necht y € H je libovolné, polozme:

yl(fo) T
y(xo) = : =
yn(fo) Tn
z:=my(a) + my(2) + -+ myn) € H
z(z0) = y(xo) vy z(z) = y(x) Ve el

Takze y € Lin({y(1),y(2),...,y(n)}) = H.
Q.E.D.
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Definice:

Béazi H fikdme fundamentalni systém FeSeni.

Mé&jme f1,..., f*: 1 — R". Pak Wronského determinant (wronoskian) definujeme jako
fite) - fi(@)
Wfl’m’fn(ﬂj) def det I —-R
fal@) o fil(@)
VETA 7 ():

Mégjme f1,..., f* € H (mnoZina feseni homogenni soustavy Ay = y’). Pak pro W := Wi pm
méme W (xo) = 0 pro n&jaké xg € I, praveé kdyz W(x) =0 pro Vz € I.

DUKAZ:
Je-li W(zo) = 0, pro n&jaké a; € R (kde ne viechny «; = 0) plati:

0
arfl(zo) + -+ anf"(x0) = |
0
Tedy ale podle V.5- mame
0
Oélfl(x)+"'+a71fn(m):
0

pro Va € I. Ale v tom p¥ipadé W (x) = 0 pro Vz € I.
Opacnéa implikace je trividlni.
Q.E.D.

f*,..., f™ jsou FeSeni soustavy Ay =y', W := Wy pn. Bud W(z) # 0 pro Va € I, pak {f*,..., f"}
je fundamentaln{ systém Feseni, nebo W (z) = 0 pro Vo € I a pak {f!,..., f"} fundamentélni systém
feSeni neni. Pro nalezeni f. s. . nam tedy podle tvrzei sedm staci jen spocitat W v néjakém Sikovném
bodé.

VETA 8 (variace konstant):

{y',...,y"} bud f. s. ¥. pro soustavu Ay =y,

iyt Yy
Yi=((y') (*) (¢*))= :
Un yr oo yn

axg eI, y’ € R". Pak plati, Ze
y(@) = Y (2) (Y_l(ﬂfo)yo + [ v dt)
zo

je feSenim soustavy y' = Ay + b sphiujici y(x) = ¢°.
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