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Oblouk: Mnozina bodt {vy(z) : x € [0,1]}, pfidemz ~:[0,1] — R? (rovina) je prosté a spojité
zobrazeni.

Definice:

Graf G = (V, E) je rovinny, m4-li rovinné nakresleni:

Vrcholy odpovidaji riiznym bodém v R2, hrany odpovidaji obloukiim spojujicim pfislusné
dvojice vrcholt tak, ze maji-li dva oblouky spole¢ny bod, potom je tento bod pro oba oblouky
koncovy.

Priklady:

(i) K4 je rovinny
(ii) C, je rovinna

(iii) Libovolny strom

Je znamo: Kazdy rovinny graf mé rovinné nakresleni, v némz hrany odpovidaji tseckam.
(Dtikaz tézky.)
Definice:

St&ny rovinného nakresleni: Maximalni souvislé oblasti mnoziny R?\ X, kde X je mnozina
bodu lezicich na obloucich nakresleni. (Souvislost bereme intuitivné.)

Priklad:
Vezmeme-li K4, pak stény jsou vlastné vSechny oblasti mezi iseckami i kolem celého
grafu (mé tedy 4 stény).

Vnéjsi sténa: Jedna neomezend sténa, kterd existuje pro kazdy rovinny graf.
Vnitfni stény: Ostatni stény.

Definice:
Topologicka kruznice: Uzavieny “oblouk” (tj. v(0) = v(1)).
Priklad:
Obrazky. (Sneci a ménavky. ;-)

VETA (Jordanova véta o kruznici):

Libovoln4 topologickd kruznice rozdéluje rovinu na dvé souvislé oblasti (vnitFek a vnéjsek
dané kruznice).
(Dikaz tézky.)

VETA (Nerovinnost K5):
Graf K5 neni rovinny.

DUKAZ:

Sporem. Necht V = {1,2,3,4,5}. Obréazek: vezméme si vrcholy 1, 2, 3 a hrany mezi
nimi. Ty vytvofi topologickou kruznici K.
(a) wvq lezi uvniti K:
Pak ho umistime do stiedu, ale pak kam s vrcholem V5? Zadna sténa nemé na
hranici vSechny vrcholy 1, 2, 3, 4.
(b) w4 lezi vné K:
MiuZeme pievést na isomorfni graf s v4 uvnitf.
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Q.E.D.

VETA (Nerovinnost K3 3):
Graf K3 3 (aplny bipartitni graf o 3 + 3 vrcholech) neni rovinny.
DUKAZ:

V={1,231,2,3}
Spousta obrazki.
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Q.E.D.
Pozorovani:

G rovinny < kazdé déleni G je rovinné.
DUKAZ:

Obrazkem K,. Libovolné rozdélime hrany, ale tim se nam nijak nezméni rovinnost.

VETA (Kuratowski):
G je rovinny < G neobsahuje déleni K5 ani déleni K3 3.

DUKAZ:

“y

Ziejma.

Q.E.D.

Eulertv vztah

G souvisly rovinny graf, |V| > 1, s = pocet stén néjakého rovinného nakresleni G. Potom
V|- |E|+s=2

(TudiZ pocet stén nezavisi na volbé nakresleni.)
DUKAZ:
Indukci podle |E|:
(1) |[E|=0: s=1,|V] =1 (kvili souvislosti), 1 —0+ 1= 2.
(2) [B| > 1
(a) G neobsahuje kruznici: G je strom.

Tedy |V| = |E| +1, s =1, tedy plati.
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(b) G obsahuje kruznici C:
e bud libovolnd hrana na C. G—e spliiuje Eulertiv vztah (indukéni predpoklad),
ma o hranu a sténu méné, tedy G spliiuje Eulerav vztah.

Q.E.D.

Tvrzeni:

G bud rovinny, 2-souvisly. Pak hranice libovolné stény v libovolném nakresleni G odpovidd
kruznici v G.

Priklad:
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DUKAZ:

Stac¢i ukazat, Ze tvrzeni:

(i) plati pro trojuhelnik
(ii) nepfestane platit podrozdélenim nebo pfiddnim hrany

Jednoduse z obrazku.

Tvrzeni:
G = (V, E) rovinny graf, |V| > 3. Potom:
(i) [El<3[V]-6
(ii) G neobsahuje A = |E| <2|V|—4

DUKAZ:

(i) Pfidavame hrany, dokud nedostaneme néjaky maximélni rovinny graf, pro ktery
plati, Zze po pfidani jakékoliv hrany do né&j jiz ziskdme graf, ktery neni rovinny.
Takovy graf urcité bude 2-souvisly.

Souvisly bude, ponévadz kdyby mél vice komponent, urcité bychom mohli pfidat
néjakou hranu, kterou komponenty spojime, a tim by nebyla narusena rovinnost.

2-souvisly bude, jinak miZeme pfidat hranu, kterd podruhé spoji néjaké dvé kom-
ponenty.

Kazda sténa odpovida kruznici, dokonce trojthelniku: (obrazek) — kaZdou kruznici
mizeme rozkouskovat na trojihelniky tak, ze stdle budeme mit rovinné zobrazeni.

Pocet incidentnich dvojic hrana—sténa = 3s = 2|E:

3s = 2|E]

/L:1 3



/L:1

— Rovinné grafy

3|E| =3|V]|+3s—6 (Eulertiv vzorec)
|E|=3|V] -6
To plati pro kazdy maximalni rovinny graf (rovinna triangulace).
(i)
(a) Vysledny graf neni 2-souvisly: pak to musi byt hvézda.

Pokud miizeme ptidat hranu, byl nesouvisly a spojili jsme dvé komponenty,
tim trojihelnik ur¢ité nevytvorime. Pokud byl souvisly (ale ne 2-souvisly), kazda
hrana jiz nutné vytvari trojahelnik.

Hvézda:

Bl =|V|-1<2[V|—4

(b) Vysledny graf je 2-souvisly.
Kazda sténa je ohraniena kruznici délky > 4 Pocet inciden¢nich dvojic hrana—
sténa = 2|F| > 4s:
2s < |E]

90E| =2V|+2s — 4
|E| <2|V[—4

Ddsledky
(1) K5 ani K3 3 nejsou rovinné.

Ks: 2(1)= 10£3-5-6
K3732 Z(Z)Z 9%26—4

(2) Kazdy rovinny graf mé alespoii jeden vrchol stupné nejvyse 5.
Sporem: Kdyby vSechny vrcholy byly stupné alespon 6 =

21E| =) degv > 6|V
veV

(spor s (1)).



