— Stromy

Stromy

/L:1

Strom: Souvisly graf bez kruznic.
List: Vrchol stupné 1.

LEMMA:

Kazdy strom s alesponn 2 vrcholy ma alespon 2 listy.
DUKAZ:

Koncové vrcholy nejdelsi cesty jsou listy:
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Pokud by nebyly listy, existovala by hrana vedouci do jiného vrcholu na cesté (ale pak
by to byl cyklus), nebo do nového vrcholu, ale pak by ptivodni graf nebyl souvisly.

Pozorovéni:
G graf, v € V(G) list. Pak:

G strom < G — v strom

DUKAZ:

G souvisly < G — v souvisly
(zFejmé)
G mé kruznici < G — v mé kruznici

(kruznice obsahuje samé vrcholy stupné alespoi 2)
Q.E.D.

Dusledek:
G strom (|[V(G)| > 1) <= z G dostaneme K; = e postupnym odebirdnim bod.

VETA ():
Necht G = (V, E) je graf. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) G je strom
(ii) Va,y € V: existuje pravé jedna cesta z x do y
(iii) G je souvisly, ale G — e neni souvisly pro Ve € E
. . Ve s , Ve . \4
(iv) G nema kruznici a G + e mé kruznici pro Ve € (3) \ E
(v) Gjesouvisly a |V| = |E|+1

DUKAZ:
(i) = (ii)

G souvisly = existuje cesta z x do y

G bez kruznic = neexistuji 2 cesty z « do y
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Predpokladam Py, P, rtzné cesty z x do y:

Py = xejviequa -+ -y
Py = xelviehvy - -y
Necht ¢ je minimalni, pro které plati e; # e}.
Necht j > i je minimélni, pro které 3k takové, Ze v = vy.
Pak v;—1 = vj_1,V},...,Vj = U, Vk—1,...,v; tvoil kruznici.
Z Spor
(il) = (iii)

e={z,y}

G — e neni souvisly, jinak by existovaly dvé cesty z = do y (jedna v G — e, druha e).
(iii) = (iv)

Tvrdime, ze G nemd kruznici. Pro spor tedy pfedpokladejme, ze kruznici ma.
Potom vynechanim libovolné hrany kruznice se neporusi souvislost. To je ale spor s
(iii).

G+ e (e = {z,y}) ma kruznici: G je souvisly, tedy existuje cesta z z doy v G a
prima hrana dotvori kruznici.

(iv) = (i)
G souvisly: x,y € V, existuje cesta z x do y v G?
(a) {z,y} € E: plati
(b) {z,y} ¢ E: G+ {z,y} ma kruznici, kterd nebyla v G, tedy nutné prochazi
hranou {z,y}. Ostatni hrany kruznice tvofi cestu z = do y v G.

(i) = (v)
|V| = |E| + 1: z pFedchoziho dusledku.
Odebranim listu odebereme pravé jednu hranu, platnost rovnice se tedy neméni.
Opakovanim dostaneme jednovrcholovy strom K7 = e, pro ten rovnice plati.

(v) = (i)

G = (V,E) souvisly, |V| = |E| + 1.

G nemd kruZnici: necht G mé kruznici; odebereme jednu jeji hranu, neporusime
souvislost. Ma-li stale jesté néjakou kruznici, opét z ni odebereme hranu. To opaku-
jeme, az dostaneme graf G’ = (V, E’) souvisly bez kruznic (tedy strom |V| = |E'| +1),
|E'| < |E|. Ale pfedpoklad znél, ze |V| = |E| + 1.
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