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1. Uvod

Maloktera c¢iselna fada ma tak zvlastni a unikatni vlastnosti, jako ta, kterou zde nyni pred-
stavim. Jednd se o Fibonacciho posloupnost. Jako prvni ji formuloval jiz ve 13. stoleti praveé
Leonardo Bonacci, ovSem ten jesté netusil, jak vyznamnou roli bude hrat pii vyvoji matema-
tiky, a zejména, Ze se stane snad nejpodivuhodnéjsi posloupnosti, kterou zname, oplyvajic
uzasnym mnozstvim riznych matematickych vzori.

Pozoruhodné jsou nejen jeji numerické vlastnosti, ale i bezpocet praktickych aplikaci. Navic
se vyskytuje skryté v rtznych formach v celé prirodni ¥i$i, a neobycejné dobfe ukazuje,
jakym zpiisobem matematika dokaZe popsat skuteény svét a p¥irodu. Jiz sta¥i Rekové znali
tzv. zlaty rez, tedy pomér nejlépe ladici lidskému oku, ktery je jiz od antickych dob vyuzivan

hojné v architekture, socharstvi, vytvarném uméni i v ¢etnych dalsich odvétvich.

V této praci bych vam rad odkryl tizasné tajemstvi Fibonacciho ¢isel v celé jeho krase — rad
bych nejdiive popsal zédkladni matematické vlastnosti této fady, vénovat se budu vSak jejich
vyskytu v pfirodé i praktickému uplatnéni. Nezapomenu ani na stru¢nou historii Fibonacciho
Cisel.



2. Matematicky aparat

2.1. Fibonacciho rada

Italsky matematik Leonardo Fibonacci poprvé formuloval definici této fady v zasadé stejné,
jak ji zname dnes. Nejobvyklejsi je rekurentni zapis:

Fn+2 - Fn+1 + Fn, pron € Z+

Ovsem lze pouzit i alternativni zapis:

FO == O
F1 - 1
Fn_|_2 = Fn+1 + Fn, prO n E Zg—
Nadale budeme pouzivat druhy zapis, nebot je univerzalnéjsi a bude nam lépe slouzit pii od-
vozovani dalSich vlastnosti.

Prvnich nékolik ¢lenti posloupnosti je tedy: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
377, 610, ...

2.2. Zlaty rez

Zlaty Fez, znamy jiz v antice (prvni pisemnd zminka se nachazi v Euclidovych Elementech,
tedy pochézi zhruba z t¥etiho stoleti p¥. n. 1.), je jedna z nejvyznamé;jsich aplikaci Fibonacciho
¢isel. Jeho zasadni roli budeme diskutovat pozdéji, nyni si ho pouze nadefinujeme. Tradi¢né
se urcuje jako kladny koren kvadratické rovnice

2—r—-1=0

_ V51
2

Tt

Hodnota zlatého fezu se oznacuje prave jako ¢, i kdyz se miizeme setkat i s oznacenim 7. Zlaty
fez ¢ je ziejmé algebraické iracionalni ¢islo, jeho priblizna hodnota je ¢ ~ 1.618033988 ...
Zavadime piitom jesté ¢ = ¢~L.



Vyse uvedenou kvadratickou rovnici mizeme piepsat i jako
1
r=1+—
x

ponévadz ziejmé x # 0. Tedy

To znameni, ze ¢ je zaroven ,nejiracionalnéjsi“ iraciondlni ¢islo, je totiz nejobtiznéjsi vyjadrit
ho zlomkem racionélnich ¢isel.

Pokud se vsak podivame pozorné na Fibonacciho fadu, vSimneme si, Ze s rostoucim n pomér
’ N . . v . . F, .
dvou sousednich ¢isel Fibonacciho fady konverguje k ¢, tzn. ¢ = lim,,_,o, —*. To si snadno

n

dokazeme:

OvsSem plati i silnéjsi tvrzeni, a to

F,
+k
m n

n—oo



2.3. Lucasova rada

Francouzsky matematik Edouard Lucas definoval alternativni posloupnost ¢isel, ktera je az
na pocatecni hodnoty shodnéa s Fibonacciho fadou:

Ln+2 = Ln+1 + Ln, pron € Zg—

Ovsem lze zapsat i:

Ln:anl_i’Fn—H

2.4. Obecné Fibonacciho rady

Na Lucasové tadé jsme si ukazali, ze fada vztaht platii p¥i zvoleni jinych pocatecnich cisel,
nez 0, 1. Mé&jme tedy posloupnost G(a, b):

G(U,, b)O =
G(a,b);1 =0
G(a,b)ni2 = G(a,b)n, + G(a,b)pi1

RozepiSme si nékolik prvnich ¢lenii na soucty a a b:

G(a,b)y =a+b
G(a,b)3 =a+2b
G(a,b)s = 2a+ 3b
G(a,b)s = 3a + 5b

Jak vidno, pfipominaji koeficienty u ¢lent a a b také vzajemné posunuté Fibonacciho rady.
Dokazme si to:

G(CL, b)n = kn—la + jn—lb
G((L, b)n+1 = kna + ]nb
G(a,b)nt2 = kny10 + jni1b



Pritom je zfejmé, ze
kn—{—l = (kn—l + kn)
jn—l—l = (jnfl +]n)

Tedy mizeme zapsat:

G(a,b)n = Fp_1a+ Fyb

Ponévadz pri diikazu konvergence Fibonacciho fady k ¢ jsme viibec nepracovali s po¢atecnimi
hodnotami, mizeme prohlésit, Ze tento dikaz plati i na obecné Fibonacciho fady, tedy
pomér sousednich prvki ve vSech fadach, kde n-ty ¢len je sou¢tem dvou predchozich ¢leni,
konverguje k ¢.



3. Vlastnosti

3.1. Binetuv vzorec

Timto vzorcem lze zjistit libovolny nty prvek Fibonacciho posloupnosti:

9" — (—9)"
V5

Pro obecné posloupnosti pak ziejmé bude platit:

F, =

(ap +0)¢™ + (agp — b)(—¢p)"

G(a,b)p, = 7

Pro Lucasova ¢isla pak plati:

(20 +1)¢" + (2 — 1)(—)"

G(2,1), = 7
G+ + (20— D(—p)
G(2,1), = 7
14++/5
¢=

.1, = (7o + D"+ (1 + V5 = 1)(—p)"

75
o2, 1), = V34" +\/\§(—w)"
tedy
Ly =¢"+(—¢)"
3.2. Soucet

Zajimavé vlastnosti mé soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti:

Sp=F1+F+---+F,
Sn=UF—F)+ Fr—F3)+ -+ (Fore — Fagr)
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Jak vidime, pro (a + b) se a z prvni zévorky vykrati s b z druhé zavorky, etc. Zbyde tedy
pouze b z prvni zavorky a a z posledni zavorky, ergo:

Sn:_F2+Fn+2

Sp=Fnpa—1

3.3. Test &lenstvi v radé

I. Gessel v roce 1972 publikoval prekvapivé jednoduché pravidlo, které lze pouzit pii zkou-
mani, zda je urcité n Fibonacciho ¢islo:

vVhn2+4e NVvVin2i—4eN

3.4. Posledni Cislice

Posloupnost poslednich ¢islic Fibonacciho cisel je cyklickd a méa délku periody 60 prvki.
Pro posledni dvé cislice je délka cyklu 300 prvki, pro posledni tfi 1500, pro posledni
¢tyri 15000, atd.

3.5. Mocniny
Pro druhou mocninu Fibonacciova ¢isla plati
Fo1Fn — Fi = (-1)"

Foy F,  (-1)r

Fn _Fn—l Fn—an

(To také dokazuje, Ze vySe uvedend limita opravdu plati, nebot se rozdil mezi aproximacemi
¢ s rostoucim n ziejmé snizuje, pomér tedy konverguje.)

Zaroven existuje i vztah pro soucet mocnin dvou po sobé nasledujicich Fibonacciho ¢isel:

Fz + Fr?—l—l - F2n+1

Pro libovolné po sobé jdouci A, B, C, D pak plati

B?2—-C?=AD



3.6. Faktorizace

Jednoduchym pozorovanim zjistime, ze kazdé kté Fibonacciho ¢islo je nasobek Fj, tedy
proVn € Z* A zk € ZT plati, ze F,;, je ndsobek Fj,.

Proto plati, ze dva po sobé nésledujici prvky Fibonacciho rady jsou k sobé vzajemné prvo-
¢isla, tedy nemaji kromé 1 zadny spolecny prvek ve svém prvociselném rozkladu.

3.7. Délitelnost

Pokud chceme zjistit vSechna F'; délitelnd urc¢itym d € NN, nalezneme nejnizsi kladny ¢len
Fibonacciho posloupnosti F;,, délitelny danym d. Pak plati, Zze vSechna F' délitelnd d jsou
Fi, kde £k € Nj.

Plati, ze kazda dvé po sobé jdouci ¢isla Fibonacciho posloupnosti jsou nesoudélna.

3.8. Prvocdiselnost

Necht mame F,, # 3. Pak pokud je F;, prvocislo, n je také prvocislo. Napt. 13 je prvocislo,
a zaroven plati F'(7) = 13, tedy 7 je také prvocislo. Pozor, opa¢néd implikace neplati!

Predpoklada se, ze ve Fibonacciho i Lucasovych fadach je nekone¢né mnoho prvocisel, zatim
se to vSak nepodafilo dokazat. Zato je pomérné snadné dokazat, ze pro F, > 2 neexistuje
prvociselné F,, + 1.

3.9. Pascaliv trojihelnik

Pokud si Pascaltiv trojihelnik zapiSeme zarovnany doleva, tzn. vSechny radky zacinaji ve stej-
ném sloupecku, soucet na k-té diagondle se bude rovnat Fj. Z toho vyplyvéa, zZe soucet na
k-té diagondle se rovna souctu predchozich dvou diagonal, coz je velmi uzitecna vlastnost
zejména v kombinatorice, a mé& sama o sobé fadu praktickych aplikaci.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 46 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
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4. Aplikace

e Prevody mezi jednotkami (pomér mezi kilometry a milemi se zhruba rovné ¢)

e Vypocet m/4:

1
arctan — = arctan + arctan
2n 2n+1 2n+2

4.1. Mnozeni kralikd

Pivodni podnét k vytvoreni Fibonacciho sekvence byl popis mnozeni kraliki v prirodé.

Kralici jsou schopni rozmnozovani uz v jednom mésici, pokud tedy izolujeme jeden par
kralikt, za dva mésice se samici narodi dalsi par kraliki. Pokud predpokladame, Ze jsou
nasi kralici nesmrtelni a samici se vzdy kazdy nésledujici mésic narodi par kraliki, nabizi se
otazka, kolik pard kraliki budeme mit za rok? A pravé tu si polozil Bonacci.

Na konci prvniho mésice mame pouze jeden par kralikii, zatimco na konci druhého mésice jiz
vlastnime dva pary kraliki. T¥eti mésic piivodni samice porodi t¥eti par. Ctvrty mésic porodi
puvodni samice i samice z paru, narozeného pred dvéma mésici. 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34, ...

4.2. Vyuziti v umeéni

V uméni i v prirodé se uplatiuje zejména vlastnost piimo souvisejici s Fibonacciho ¢isly,
tedy zlaty Tez.

Jiz sta¥i Egyptané znali zlaty fez (pFestoze je poprvé pisemné zdokumentovany aZ Pythago-
rasem), pozname to totiz z jejich obrovskych pyramid, strany jejichz ptidorysu jsou k sobé
pravé v poméru daném zlatym fezem. I Vergilius védomé (stejné jako jini ¥imsti basnici té
doby) vyuzival zlatého fezu pfi kompozici svych béasni. Rusky rezisér Sergej Michajlovi¢ Ej-
zenStejn rozstithal sviij svétoznamy film Kiiznik Potémkin na jednotlivé hlavni ¢asti podle
hodnoty zlatého tezu.

Témér vsechny Mozartovy sonaty se déli na dvé ¢asti presné v bodé, ur¢eném zlatym rezem.
I v Bachové dilu nalezneme cetné vyskyty Fibonacciho a Lucasovych ¢isel. Zlaty fez se
vyuziva i pfi vyrezavani dér ve tvaru fv houslich.

4.3. Vyskyt v prirodé

V pfirodé mizeme objevit fadu vyskytt zlatého fezu, neboli ¢, at uz je to rozmisténi bunék
v meristemu, usporadani semen v kvétech a plodech, rozmisténi okvétnich listkl ¢i spiraly
v ulitdch motskych Zivocichi. Divod je neobycejna efektivnost vyuziti mista, kterou zlaty
fez zarucuje diky své ,dokonalé” iracionalité.

11



5. Historie

5.1. Leonardo Bonacci

Velky italsky matematik Leonardo Bonacci zil cca v letech 1170-1250, predpoklada se, ze se
narodil i zemfel v Pise. Otazniky obestiraji i jeho jméno, pouzival totiz nékolik prezdivek.
Znat ho mizeme jako Leonarda z Pisy, Leonarda Bigollo (lze pfelozit jako budizkni¢emu ¢i
cestovatel), nebo pravé pod pfijimenim Fibonacci (zkratka z fillio Bonacci).

Prestoze skute¢né byl prvnim, kdo Fibonacciho posloupnost popsal, objevil pouze jeji za-
kladni formu, a nedochovaly se ndm 7zadné doklady o hlub§im vyzkumu (vypadé to, Ze
Fibonacci neznal souvislost s ¢).

Bonacci hodné cestoval, zejména po arabskych zemich, tam se také naucil zaklady mate-
matiky, a byl jednim z prvnich, kdo §itil zapadni Evropou arabsko-indsky ¢iselny systém
(v té dobé byly stéle pouzivany fimské ¢islice). Tim se zabyval zejména ve své knize Libra
Abbaci, koncipované zejména jako prirucka pro kupce té doby. Tato kniha nam déva unikatni
svédectvi o rozsahu matematickych znalosti na prelomu tisicileti v kiestanském svété.

Pted Fermatem byl zifejmé v zdpadni Evropé Bonacci nejvétsim muzem v teorii ¢isel, dokazal
fadu teorémi z této oblasti a jeho prace polozila zdklady prace fady jeho nasledniki.

5.2. Dalsi historie

Po smrti Bonacciho byl tento koncept znovuobjeven az Johannesem Keplerem a poté jesté
Louisem Lamé. A7 Edouard Lucas zdokumentoval Bonacciho prvenstvi, a zaroven se in-
tenzivné vénoval vlastnostem Fibonacciho ¢isel (viz také Lucasova ¢isla). Postaral se také
o nalezité zvyraznéni této posloupnosti v matematickém svété, proto se jiz od té doby Fibo-
nacciho ¢isly zabyvala fada dal$ich vyznamnych matematiki.

12



6. Zavér

Fibonacciho posloupnost a vSe s ni souvisejici nevytvari zadny vlastni tzasny, avsak abs-
traktni matematicky svét. Pozoruhodnymi a ¢asto prekvapivymi souvislostmi popisuje totiz
tento matematicky aparat nas realny svét, neocekdvané vzory a pravidelnosti v ném, a po-
mah& nadm tak proniknout az k jeho podstaté. Osobné poklddam tuto ¢ast matematiky
za jednu z nejzajimavéjsSich — prestoze neni zadvratné komplikovand, je bezpochyby strhujici
a skryva jisté jesté mnoho tajemstvi.
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7. P¥ilohy

7.1. Tabulky hodnot

Fibonacciho posloupnost

0112358 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946
17711 28657 46368 75025 121393 196418 317811 514229 832040 1346269 2178309
3524578 5702887 9227465 14930352 24157817 39088169 63245986 102334155
165580141 267914296 433494437 701408733 1134903170 1836311903 2971215073
4807526976 7778742049 12586269025 20365011074 32951280099 53316291173
86267571272 139583862445 225851433717 365435296162 591286729879
956722026041 1548008755920 2504730781961 4052739537881 6557470319842
10610209857723 17167680177565 27777890035288 44945570212853 72723460248141
117669030460994 190392490709135 308061521170129 498454011879264
806515533049393 1304969544928657 21114850779780503416454622906707
5527939700884757 8944394323791464 14472334024676221 23416728348467685
37889062373143906 61305790721611591 99194853094755497 160500643816367088
259695496911122585 420196140727489673 679891637638612258
1100087778366101931 1779979416004714189 2880067194370816120
4660046610375530309 7540113804746346429 12200160415121876738
19740274219868223167 31940434634990099905 51680708854858323072
83621143489848422977 135301852344706746049 218922995834555169026
354224848179261915075 573147844013817084101

Lucasova posloupnost

21347 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 1364 2207 3571 5778 9349
156127 24476 39603 64079 103682 167761 271443 439204 710647 1149851 1860498
3010349 4870847 7881196 12752043 20633239 33385282 54018521 87403803
141422324 228826127 370248451 599074578 969323029 1568397607 2537720636
4106118243 6643838879 10749957122 17393796001 28143753123 45537549124
73681302247 119218851371 192900153618 312119004989 505019158607
817138163596 1322157322203 2139295485799 3461452808002 5600748293801
9062201101803 14662949395604 23725150497407 38388099893011 62113250390418
100501350283429 162614600673847 263115950957276 425730551631123
688846502588399 1114577054219522 1803423556807921 2918000611027443
4721424167835364 7639424778862807 12360848946698171 20000273725560978
32361122672259149 52361396397820127 84722519070079276 137083915467899403
221806434537978679 358890350005878082 580696784543856761
939587134549734843 1520283919093591604 2459871053643326447
3980154972736918051 6440026026380244498 10420180999117162549
16860207025497407047 27280388024614569596 44140595050111976643
71420983074726546239 115561578124838522882 186982561199565069121
302544139324403592003 489526700523968661124 792070839848372253127
1281597540372340914251
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Cislo ¢

1.618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448622705260462
81890244970720720418939113748475408807538689175212663386222353693179318006
07667263544333890865959395829056383226613199282902678806752087668925017116
96207032221043216269548626296313614438149758701220340805887954454749246185
69536486444924104432077134494704956584678850987433944221254487706647809158
84607499887124007652170575179788341662562494075890697040002812104276217711
17778053153171410117046665991466979873176135600670874807101317952368942752
19484353056783002287856997829778347845878228911097625003026961561700250464
33824377648610283831268330372429267526311653392473167111211588186385133162
03840052221657912866752946549068113171599343235973494985090409476213222981
01726107059611645629909816290555208524790352406020172799747175342777592778
62561943208275051312181562855122248093947123414517022373580577278616008688
38295230459264787801788992199027077690389532196819861514378031499741106926
08867429622675756052317277752035361393621076738937645560606059216589466759
55190040055590895022953094231248235521221241544400647034056573479766397239
49499465845788730396230903750339938562102423690251386804145779956981224457
47178034173126453220416397232134044449487302315417676893752103068737880344
17009395440962795589867872320951242689355730970450959568440175551988192180
20640529055189349475926007348522821010881946445442223188913192946896220023
01443770269923007803085261180754519288770502109684249362713592518760777884
66583615023891349333312231053392321362431926372891067050339928226526355620
90297986424727597725655086154875435748264718141451270006023890162077732244
99435308899909501680328112194320481964387675863314798571911397815397807476
15077221175082694586393204565209896985556781410696837288405874610337810544
43909436835835813811311689938555769754841491445341509129540700501947754861
63075422641729394680367319805861833918328599130396072014455950449779212076
12478564591616083705949878600697018940988640076443617093341727091914336501
37157660114803814306262380514321173481510055901345610118007905063814215270
93085880928757034505078081454588199063361298279814117453392731208092897279
22213298064294687824274874017450554067787570832373109759151177629784432847
47908176518097787268416117632503861211291436834376702350371116330725869883
25871033632223810980901211019899176841491751233134015273384383723450093478
60497929459915822012581045982309255287212413704361491020547185549611808764
26576511060545881475604431784798584539731286301625448761148520217064404111
66076695059775783257039511087823082710647893902111569103927683845386333321
56582965977310343603232254574363720412440640888267375843395367959312322134
37320995749889469956564736007295999839128810319742631251797141432012311279
55189477817269141589117799195648125580018455065632952859859100090862180297
75637892599916499464281930222935523466747593269516542140210913630181947227
078901220872873617073486499981562565472811373479871656952748900814438405327
48378137824669174442296349147081570073525457070897726754693438226195468615
33120953357923801460927351021011919021836067509730895752895774681422954339
43854931553396303807
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